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变截面修正Timoshenko梁自振频率的
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摘要:考虑剪切变形对转动惯量的影响,对经典 Timoshenko梁理论进行修正,并基于回传射线矩

阵法,将横截面线性变化的圆台均匀分为多段分段等截面等效梁,推导并求解三种经典边界(两端

简支、两端固支、一端固支一端自由)条件下变截面修正 Timoshenko梁的自振频率,进一步分析分

段数目和梁长度的变化对变截面修正 Timoshenko梁自振频率的影响;将计算结果与相同边界条

件下经典 Timoshenko梁的相应结果进行对比.研究表明:回传射线矩阵法用于分析变截面梁的

自振频率时具有良好的计算精度和收敛性;相同边界条件下修正 Timoshenko梁的自振频率小于

经典 Timoshenko梁,且梁越短粗,修正造成的影响(剪切变形对转动惯量的影响)就越大.
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Abstract:Consideringtheinfluenceofsheardeformationonthemomentofinertia,theclassical
Timoshenkobeamtheorywasmodifiedinthispaper．Basedonthemethodofreverberationray
matrix(MRRM),thebarwithlinearlyvaryingcircularcrossＧsectionwasevenlydividedinto
multipleconstantsectionbeams．Theformulationwasdeducedforsolvingthenaturalvibration
frequenciesofthemodifiedTimoshenkobeam withvariablecrossＧsectionunderthreeclassical
boundaries (simplysupportedＧsimplysupported,clampedＧclamped,andclampedＧfree)．The
effectsofthenumberofsegmentsandthelengthofbeamonthenaturalfrequencyofmodified



Timoshenkobeam withvariablecrossＧsectionwereanalyzed．Thecalculatedresultswerethen
comparedwiththoseoftheclassicalTimoshenkobeamunderthesameboundaryconditions．The
resultsshowthattheMRRMhasgoodaccuracyandfastconvergence．Underthesameboundary
conditions,thenaturalfrequenciesofmodifiedTimoshenkobeamarelowerthanthoseofclassical
Timoshenkobeam,andtheshorterthebeam,thegreatertheinfluenceofsheardeformationon
themomentofinertia．
Keywords:variablecrossＧsectionbeam;modifiedTimoshenkobeamtheory;methodofreverberaＧ

tionraymatrix(MRRM);naturalfrequency

０　引言

变截面梁在工程中应用广泛,如箱型变截面桥

梁、变截面桥墩、海上风机塔筒、变截面水塔等.其

中,海上风机与水塔在进行力学分析时,通常简化为

部分埋入单桩顶端带有质量块的力学模型.针对这

种稳定性较差的结构形式,应着重分析其动力特性.
横向自振频率是反映结构动力特性的重要物理量,
而变截面梁的振动方程是复杂的高阶变系数微分方

程,除个别结构能求得解析解外[１],大部分结构的直

接解析求解目前还做不到,因此需寻求适当方法获

得变截面梁振动方程的精确解.
针对变截面梁振动方程的求解问题,国内外学

者开展了许多研究.Ece等[２]将变截面简支梁振动

方程转化为空间坐标系下普通微分方程,获得了频

率方程.Tong等[３]将变截面梁等效为多段等截面

微梁段,获得 Timoshenko阶梯梁的振动方程近似

解.Abrate[４]将变截面梁运动方程转化为等截面梁

的运动方程,获得变截面梁近似自振频率.张廷

芳[５]对带有变截面梁组合结构自振特性的计算方法

进行了研究,建议用“变梁系数”计算变截面梁的单

元刚度,用逐步降阶法凝聚总刚度阵.钱波等[６]利

用有限差分法研究了变截面简支梁横向振动的自振

频率.冯志刚等[７]通过构造矩形变截面梁动力单元

和传递函数法,采用摄动法和 Laplace变换获得梁

振动频率的各阶渐进解.徐腾飞等[８]采用 FrobeＧ
niu方法求解变截面梁的自由振动问题,但局限于

特定截面的变化形式.针对完全弹性支承,闫维明

等[９]基于BernoulliＧEuler梁理论对直接模态摄动方

法进行改进,建立了求解完全弹性支承变截面梁振

动方程的半解析方法.
以上对变截面梁的研究大多基于 BernoulliＧ

Euler梁理论与经典 Timoshenko 梁 理 论.经 典

Timoshenko梁理论以弯曲变形来表达转动惯量,
忽略了剪切变形带来的影响,故适用于弯曲变形为

主的细长梁.针对长度较小的深梁,陈镕等[１０]认为

剪切变形不可忽视,主张以弯曲变形与剪切变形共

同描述转动惯量,并提出修正 Timoshenko梁理论

的运动方程,研究修正带来的影响.夏呈[１１]论证了

修正 Timoshenko梁理论只存在一个频谱,解决了

经典 Timoshenko梁理论存在两个频谱的争议问

题[１２Ｇ１３].陈治 江[１４] 采 用 动 力 刚 度 法 研 究 修 正

Timoshenko梁在有裂纹情况下动力特性的变化.

陈镕等[１５]研究了集中质量对无约束修正 TimoshＧ
enko梁的正碰撞所引起的瞬态冲击响应.

经典 Timoshenko梁理论中存在两组截止频

率、相速度和群速度,其中一组为运算过程中数学计

算的产物,没有实际意义,而修正 Timoshenko梁理

论中仅存在一组截止频率、相速度和群速度,物理意

义更加清晰.依据修正 Timoshenko梁理论求得的

等截面梁自振频率的结果偏小[１０],给结构动力设计

提出了更高要求.修正 Timoshenko梁理论考虑了

剪切变形引起的转动惯量,而常见的变截面结构如

桥墩、水塔等都具有短粗的特点,类比建筑结构中的

深梁,其剪切变形不可忽略,故求解结构自振频率时

应用修正 Timoshenko梁理论更加适合.为此,本
文基于回传射线矩阵法,将截面半径线性变化的变

截面梁(即圆台)等效为多段等截面等效梁,将修正

Timoshenko梁理论应用于变截面梁自振频率的求

解中;通过具体算例,与经典 Timoshenko梁理论进

行对比,总结分析该修正对变截面梁自振频率的

影响.

１　变截面修正Timoshenko梁回传射线矩阵

法的基本原理

变截面梁(即圆台)如图１(a)所示,其长度为

L,横截面半径随轴向坐标线性变化.假设材料均

质、小变形,基于分段思想,将该变截面梁(即圆台)
均匀分为n 段,各分段长度均为l＝L/n,且分段数

足够多.每一分段选用所截取圆台的中位线所在截
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面作为该段的等效截面,如图１(b)所示.对分段等

截面等效梁进行节点编号,以英文字母或数字表示

节点,以两个字母或两个数字表示连接两个节点的

分段梁编号,将与分段梁有关的物理量放在上标,对
该等效梁建立总体坐标系(XOY).对每一分段梁j
(j＋１),引入两组笛卡尔局部坐标系:(x,y)j(j＋１)和

(x,y)(j＋１)j;坐标轴正方向如图１(c)所示,其原点

分别在j点和j＋１点,位移与剪力的正方向与局部

坐标系的正方向相同,转角和弯矩正方向符合右手

螺旋法则.两组局部坐标系的关系为xj(j＋１)＝l－
x(j＋１)j,yj(j＋１)＝－y(j＋１)j.总体坐标系和局部坐标

系均为右手坐标系.经过分段处理后,每一段等效

梁较粗,应按深梁考虑,且考虑剪切变形对转动惯量

的影响.

图１　变截面梁

Fig．１　VariablecrossＧsectionbeam

　　基于修正 Timoshenko梁理论,在局部坐标系

下,第j段等效梁的横向振动方程为:

κAjG
∂２υs

∂x２ ＝ρAj
∂２(υb＋υs)

∂t２

κAjG
∂υs

∂x ＋EIj
∂３υb

∂x３ ＝ρIj
∂３υb

∂x∂t２ ＋
∂３υs

∂x∂t２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(１)

式中:E、G、ρ、κ分别为杨氏模量、剪切模量、密度和

剪切系数;Aj 和Ij 为第j段等效梁的横截面面积和

截面惯性矩;υb 和υs 分别为弯矩和剪力引起的挠

度,总挠度υ＝υb ＋υs;t表示时间;x 表示横坐标

值.忽略ρIj
∂３υs

∂x∂t２ 项,则式(１)退化为经典 TimoＧ

shenko梁理论的横向振动方程.
剪力、弯矩和转角可以表示为:

　　Q＝κAjG
∂υs

∂x
,M ＝EIj

∂２υb

∂x２
,φ＝

∂υb

∂x
(２)

引入Fourier变换对,对式(１)进行Fourier变换

并求解得:

　　̂υb(x,ω)＝a１(ω)eik１jx ＋d１(ω)e－ik１jx ＋

a２(ω)eik２jx ＋d２(ω)e－ik２jx (３)

υ̂s(x,ω)＝g１j(ω)a１(ω)eik１jx ＋g１j(ω)d１(ω)e－ik１jx ＋

g２j(ω)a２(ω)eik２jx ＋g２j(ω)d２(ω)e－ik２jx (４)
式中:“̂ ”表示频域中的变量;ω 为自振圆频率;
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a１(ω)、a２(ω)表示待定入射波波幅;d１(ω)、d２(ω)
表示待定出射波波幅;g１j、g２j 为剪切变形与弯曲变

形的比值;k１j、k２j 为波数,由下式计算得到:

k１j,２j ＝
(η＋１)ω

２

c２
０
± (η＋１)２ω

４

c４
０
＋４ω２

c２
０

α１j

l２

２
(５)

对应于波数k１j,２j,υs 与υb 的比值g１j,２j 为:

g１j,２j ＝ ηω２

c２
０k２

１j,２j －ηω２　 (６)

式中:c０ ＝ E/ρ,为 纵 波 波 速;η ＝E/κG;α１j ＝
Ajl２/Ij.

总挠度υ为

υ̂(x,ω)＝ [１＋g１j(ω)][a１(ω)eik１jx＋d１(ω)e－ik１jx]＋
[１＋g２j(ω)][a２(ω)eik２jx ＋d２(ω)e－ik２jx]

(７)
剪力、弯矩和转角在频域中的表达式为:

Q̂(x,ω)＝iκAjG{k１jg１j[a１(ω)eik１jx－d１(ω)e－ik１jx]＋
k２jg２j[a２(ω)eik２jx －d２(ω)e－ik２jx]} (８)

M̂(x,ω)＝ －EIj{k２
１j[a１(ω)eik１jx＋d１(ω)e－ik１jx]＋

k２
２j[a２(ω)eik２jx ＋d２(ω)e－ik２jx]} (９)

φ̂(x,ω)＝ik１j[a１(ω)eik１jx －d１(ω)e－ik１jx]＋
ik２j[a２(ω)eik２jx －d２(ω)e－ik２jx] (１０)

在频域中对所有节点建立力平衡和位移协调条

件,以边节点和中间节点j为例[图１(d)],有:

边节点１

两端简支
M̂１２(０,ω)＝０

υ̂１２(０,ω)＝０
;两端固支φ̂１２(０,ω)＝０

υ̂１２(０,ω)＝０
;

一端固支一端自由φ̂１２(０,ω)＝０

υ̂１２(０,ω)＝０
(１１Ｇ１)

边节点n＋１

两端简支
M̂ (n＋１)n(０,ω)＝０

υ̂(n＋１)n(０,ω)＝０
;

两端固支φ̂
(n＋１)n(０,ω)＝０

υ̂(n＋１)n(０,ω)＝０
;

一端固支一端自由
M̂ (n＋１)n(０,ω)＝０

Q̂(n＋１)n(０,ω)＝０

(１１Ｇ２)

中间节点j

　　

Q̂j(j－１)(０,ω)－Q̂j(j＋１)(０,ω)＝０

M̂j(j－１)(０,ω)＋M̂j(j＋１)(０,ω)＝０

υ̂j(j－１)(０,ω)＝－̂υj(j＋１)(０,ω)

φ̂j(j－１)(０,ω)＝̂φj(j＋１)(０,ω)

(１１Ｇ３)

将式(７)~ (１０)代入式(１１),整理合并为

d１＝S１a１

dj ＝Sjaj

dn＋１＝Sn＋１an＋１

　 (１２)

式中:

a１＝[a１２
１ a１２

２ ]T,d１＝[d１２
１ d１２

２ ]T

两端简支S１＝
１＋g１ １＋g２

k２
１ k２

２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ －(１＋g１) －(１＋g２)

－k２
１ －k２

２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

两端固支S１＝
１＋g１ １＋g２

－ik１ －ik２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ －(１＋g１) －(１＋g２)

－ik１ －ik２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

一端固支一端自由S１＝
１＋g１ １＋g２

－ik１ －ik２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ －(１＋g１) －(１＋g２)

－ik１ －ik２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　 (１３Ｇ１)

　　　　

aj ＝[aj(j－１)
１ aj(j－１)

２ aj(j＋１)
１ aj(j＋１)

２ ]T,dj ＝[dj(j－１)
１ dj(j－１)

２ dj(j＋１)
１ dj(j＋１)

２ ]T

Sj ＝

r２
j－１k２j－３g２j－３ r２

j－１k２j－２g２j－２ －r２
jk２j－１g２j－１ －r２

jk２jg２j

r４
j－１k２

２j－３ r４
j－１k２

２j－２ r４
jk２

２j－１ r４
jk２

２j

１＋g２j－３ １＋g２j－２ １＋g２j－１ １＋g２j

－k２j－３ －k２j－２ k２j－１ k２j

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

－１

r２
j－１k２j－３g２j－３ r２

j－１k２j－２g２j－２ －r２
jk２j－１g２j－１ －r２

jk２jg２j

－r４
j－１k２

２j－３ －r４
j－１k２

２j－２ －r４
jk２

２j－１ －r４
jk２

２j

－(１＋g２j－３) －(１＋g２j－２) －(１＋g２j－１) －(１＋g２j)

－k２j－３ －k２j－２ k２j－１ k２j

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(１３Ｇ２)
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an＋１＝ a(n＋１)n
２n－１ a(n＋１)n

２n[ ] T,dn＋１＝ d(n＋１)n
２n－１ d(n＋１)n

２n[ ] T

两端简支Sn＋１＝
１＋g２n－１ １＋g２n

k２
２n－１ k２

２n

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ －(１＋g２n－１) －(１＋g２n)

－k２
２n－１ －k２

２n

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

两端固支Sn＋１＝
１＋g２n－１ １＋g２n

ik２n－１ ik２n

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ －(１＋g２n－１) －(１＋g２n)

－ik２n－１ －ik２n

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

一端固支一端自由Sn＋１＝
k２

２n－１ k２
２n

ik２n－１g２n－１ ik２ng２n

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ －k２
２n－１ －k２

２n

－ik２n－１g２n－１ －ik２ng２n

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１３Ｇ３)

式(１３)中:a１、aj、an＋１ 表示节点１、节点j和节点n＋
１的局部入射波波幅向量;d１、dj、dn＋１ 表示节点１、
节点j和节点n＋１的局部出射波波幅向量;S１、Sj、

Sn＋１ 表示节点１、节点j 和节点n＋１的局部散射

矩阵.
将所有节点的局部出射波波幅向量dj 和局部

入射波波幅向量aj 组集到总体矩阵d 和a 中,有

d＝Sa　 (１４)
式中:d 和a 表示总体出射波波幅向量和总体入射

波波幅向量;S 表示总体散射矩阵.
当一个出射波由梁单元j(j＋１)的j点产生,沿

着梁单元向j＋１点传播时,从j＋１点这一端来看,该
波为入射波,所以梁单元j(j＋１)的入射波波幅向量

aj(j＋１)和出射波波幅向量d(j＋１)j 之间有一个相位关

系.引入传播矩阵Pj(j＋１),有aj(j＋１)＝Pj(j＋１)d(j＋１)j,
其中Pj(j＋１)＝diag{－e－ik１jlj(j＋１)

－e－ik２jlj(j＋１)},lj(j＋１)

为梁单元j(j＋１)的长度,diag { } 表示对角矩阵.
将向量aj(j＋１)组集到aj 中,并进一步组集到整

体入射波波幅向量a 中,Pj(j＋１) 与d(j＋１)j 也同样组

集到总体传播矩阵P 和总体出射波波幅向量d 中,
有a＝Pd,d 与d只是元素的排列顺序不同,里面的

元素全部相同.引入置换矩阵U,其分量仅有０,１
元素,以调整d中各元素的位置,使其与a中的元素

相对应,有

a＝PUd　 (１５)
联立求解式(１４)和式(１５)得:

[I－R]d＝０　 (１６)
式中:R＝SPU 为回传射线矩阵;I为单位矩阵.

要得到非零的出射波波幅矩阵d,则[I－R]的

行列式必须等于零,从而得到变截面梁对应等效梁

的自振频率ωN (N ＝１,２,,∞)的特征方程为

det[I－R(ωn)]＝０　 (１７)
式中:det[]表示行列式.

当图１(b)中的分段数n＝１时,即将圆台简化

为圆柱体,成为等截面梁,进一步推导得到简支边界

条件下修正 Timoshenko梁自振频率的特征方程为

(１－e－２ik１L)(１－e－２ik２L)＝０　 (１８)
利用Euler公式将其展开,并令实部和虚部分

别等于零,得到简支边界条件下修正 Timoshenko
梁自振时波数的解析表达式为:

k１,２＝
N∗ －１

L π,N∗ ＝１,２,３,４　 (１９)

式中:N∗ 为阶数;L 为等截面梁总长.
将式(１９)代入式(５)中,得到简支边界条件下

等截面修正Timoshenko梁自振频率ωN∗ 的解析表

达式为

ωN∗ ＝
(N∗ －１)２c２

０π２

L (η＋１)(N∗ －１)２π２＋α１

,N∗ ＝１,２,

３,４ (２０)
其他边界条件(如两端固支、一端固支一端自

由)情形下,等截面梁或变截面梁的分段数n ＞１
时,采用黄金分割法搜索其自振频率的数值解.

２　计算方法验证

２．１　分段数对计算精度的影响

为探究分段数目n 对计算精度造成的影响,设
分段数n＝１、２、４、８、１６、３２,利用回传射线矩阵法

(MethodofReverberationRayMatrix,MRRM)计
算前８阶自振频率,并利用 Midas有限元结果对本

文结果进行验证.有限元建模中,采用１００个梁单

元.梁的计算参数与文献[１１]完全相同(表１).

表１　梁的计算参数[１１]

Table１　Parametersforthebeam[１１]

弹性模量

E/Pa
泊松比

μ
截面剪切

系数κ
材料密度ρ

/(kgm－３)
端部直径

d/m
梁长

L/m

２．１×１０１１ ０．３ ０．９ ７９００ ０．０２、０．０１ １
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　　在两端简支、两端固支和一端固支一端自由三

种边界条件下,基于回传射线矩阵法(MRRM)求得

不同分段数时的自振频率,与有限元法(FiniteEleＧ
mentMethod,FEM)计算结果进行对比,结果如表

２所列.由表２可见,随着分段数的增加计算精度

显著提高,当分段数为１６时已具备极高精度;在算

力允许的情况下,选择分段数为３２可小幅度提升计

算精度,但计算时长翻倍.

表２　MRRM 与FEM求得自振频率对比

Table２　ComparisonbetweennaturalfrequenciesobtainedbyMRRMandFEM

边界条件 阶数

自振频率/Hz

FEM
MRRM

N＝１ N＝２ N＝４ N＝８ N＝１６ N＝３２

两端简支

两端固支

一端固支

一端自由

１ ２８．５ ３０．４ ２７．０ ２８．１ ２８．４ ２８．５ ２８．５
２ １１９．３ １２１．３ １２４．２ １１７．５ １１８．９ １１９．２ １１９．３
３ ２６７．２ ２７２．７ ２５９．２ ２６３．６ ２６６．０ ２６６．８ ２６６．９
４ ４７３．０ ４８３．８ ４８３．１ ４８２．５ ４７０．６ ４７２．１ ４７２．４
５ ７３６．７ ７５４．２ ７２９．０ ７２８．２ ７３２．４ ７３４．８ ７３５．３
６ １０５７．６１ １０８２．８６ １０６８．５１ １０４７．７６ １０５０．３９ １０５４．１２ １０５４．８８
７ １４３５．１１ １４６８．８４ １４３３．４６ １４２９．８８ １４２８．５４ １４２９．１７ １４３０．２２
８ １８６８．３７ １９１０．９７ １８７２．４２ １８７４．８０ １８７７．５０ １８５８．８４ １８６０．２５
１ ６７．５５ ６８．７７ ６５．１３ ６８．１７ ６７．８０ ６７．６１ ６７．５６
２ １８４．９６ １８９．３０ １９２．１３ １８４．９３ １８５．５２ １８５．０９ １８４．９５
３ ３６１．１８ ３７０．３８ ３５３．６０ ３５４．８９ ３６１．９３ ３６１．３１ ３６１．０５
４ ５９５．２８ ６１０．７４ ６０７．５９ ６０６．５８ ５９５．６６ ５９５．１６ ５９４．７６
５ ８８６．７０ ９０９．６２ ８８１．７５ ８８６．８０ ８８５．３２ ８８５．９５ ８８５．４０
６ １２３４．７３ １２６６．０３ １２４６．７７ １２２５．９６ １２２７．４６ １２３２．７４ １２３２．０６
７ １６３８．６１ １６７８．８３ １６４１．２８ １６２６．０１ １６２３．５３ １６３４．４６ １６３３．６８
８ ２０９７．２９ ２１４６．７３ ２１０１．１２ ２１０４．７１ ２１０４．７７ ２０８９．８７ ２０８９．０６
１ １９．０ １０．８ １６．２ １８．２ １８．８ １８．９ １９．０
２ ８０．１ ６７．７ ６６．２ ７６．３ ７９．１ ７９．９ ８０．１
３ １９８．９ １８９．５ １９１．１ １８９．０ １９６．３ １９８．２ １９８．７
４ ３７５．３ ３７０．６ ３５３．７ ３５４．９ ３７０．３ ３７３．９ ３７４．９
５ ６０９．６ ６１１．２ ６０８．１ ６０５．６ ６０１．４ ６０６．６ ６０８．６
６ ９０１．０９ ９１０．４４ ８８２．３３ ８８６．５０ ８８８．６０ ８９６．９５ ８９９．２２
７ １２４９．１８ １２６７．３７ １２４７．９７ １２２６．７４ １２２８．８５ １２４２．７７ １２４５．８４
８ １６５３．１１ １６８０．８６ １６４２．７０ １６２７．３５ １６２３．９４ １６４３．５２ １６４７．４５

２．２　梁长度的影响

经典Timoshenko梁理论与修正Timoshenko梁理

论的区别在于横向运动方程中是否考虑了剪切变形对

转动惯量的影响.在截面形式和尺寸不变的情况下,
剪切变形与梁的长度密切相关,梁的长度越短,剪切变

形越不可忽视,“修正”带来的影响就越大.算例分析

时,梁两端截面直径保持不变(分别为０．０２m和０．０１

m),改变梁长度L(分别为０．５m、０．２５m和０．１m),其
他计算参数如表１所列.表３~５分别给出了分段数

n＝３２时,两端简支、两端固支和一端固支一端自由三

种边界条件下经典 Timoshenko梁(CＧT)的自振频率

wCr和修正 Timoshenko梁(MＧT)的自振频率wMr;并
以ζ值来评估修正对自振频率的影响:ζr＝１００×(wCr

－wMr)/ωCr,ζ值越大,修正对自振频率的影响越大.

表３　两端简支边界条件下变截面经典Timoshenko梁与修正Timoshenko梁的自振频率

Table３　NaturalfrequenciesofCＧTandMＧTwithvariablecrosssectionundersimplysupportedboundarycondition
阶数

r
L＝０．５m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
L＝０．２５m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
L＝０．１m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
１ １１４．０ １１４．０ ０．００ ４５４．４９ ４５４．４８ ０．００ ２７７５．４８ ２７７４．８６ ０．０２
２ ４７５．７０ ４７５．７０ ０．００ １８７９．４９ １８７９．３０ ０．０１ １０８８８．９１ １０８５６．６２ ０．３０
３ １０６０．４７ １０６０．４０ ０．００ ４１３１．４６ ４１２９．４８ ０．０５ ２２３１４．５８ ２２０８６．２７ １．０２
４ １８６７．１０ １８６６．９０ ０．０１ ７１４２．３３ ７１３２．６４ ０．１４ ３５８４２．０７ ３５０８３．７５ ２．１２
５ ２８８７．３２ ２８８６．６３ ０．０２ １０８１１．４１ １０７７９．８９ ０．２９ ５０５８８．１０ ４８８８８．２３ ３．３６
６ ４１１０．６８ ４１０８．７３ ０．０５ １５０３５．２３ １４９５６．４２ ０．５２ ６６０１９．５２ ６２９９０．０９ ４．５９
７ ５５２５．２０ ５５２０．５９ ０．０８ １９７１７．２１ １９５５３．１２ ０．８３ ８１８２４．３８ ７７１４９．３９ ５．７１
８ ７１１８．０５ ７１０８．４６ ０．１３ ２４７７２．３６ ２４４７３．３８ １．２１ ９７８１５．６４ ９１２６３．２６ ６．７０
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表４　两端固支边界条件下变截面经典Timoshenko梁与修正Timoshenko梁的自振频率

Table４　NaturalfrequenciesofCＧTandMＧTwithvariablecrosssectionunderfixedsupportedboundarycondition
阶数

r
L＝０．５m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
L＝０．２５m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
L＝０．１m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
１ ２６９．３９ ２６９．３９ ０．００ １０６４．３１ １０６４．２８ ０．００ ６１５１．２７ ６１４５．２４ ０．１０
２ ７３４．４９ ７３４．４８ ０．００ ２８５７．６９ ２８５７．０３ ０．０２ １５２５８．０３ １５１８５．６４ ０．４７
３ １４２６．１１ １４２６．０３ ０．０１ ５４４２．７８ ５４３８．４８ ０．０８ ２６８７２．４８ ２６５６１．１４ １．１６
４ ２３３３．５９ ２３３３．２３ ０．０２ ８７０９．０２ ８６９２．６２ ０．１９ ３９９９３．２２ ３９１７６．０９ ２．０４
５ ３４４６．７１ ３４４５．４９ ０．０４ １２５５３．２８ １２５０６．０１ ０．３８ ５４０９０．０８ ５２４５０．４５ ３．０３
６ ４７５３．６１ ４７５０．６８ ０．０６ １６８７８．２３ １６７７６．５９ ０．６０ ６８８２３．８０ ６６０４４．３６ ４．０４
７ ６２４１．５９ ６２３５．１４ ０．１０ ２１５９８．３０ ２１４０２．９７ ０．９０ ８３９７０．５６ ７９７７１．８６ ５．００
８ ７８９７．４４ ７８８４．８０ ０．１６ ２６６４１．０５ ２６３０５．４７ １．２６ ９９３５２．１５ ９３５３２．８６ ５．８６

表５　一端固支一端自由变截面经典Timoshenko梁与修正Timoshenko梁的自振频率

Table５　NaturalfrequenciesofCＧTandMＧTwithvariablecrosssectionunderoneend
clampedandoneendfreeboundarycondition

阶数

r
L＝０．５m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
L＝０．２５m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
L＝０．１m

wCr/Hz wMr/Hz ζr/％
１ ７５．７９ ７５．７９ ０．００ ３０２．４１ ３０２．４１ ０．００ １８５７．７８ １８５７．６０ ０．０１
２ ３１９．３５ ３１９．３５ ０．００ １２６３．３６ １２６３．３０ ０．００ ７３５９．３８ ７３４９．４０ ０．１４
３ ７８９．７４ ７８９．７３ ０．００ ３０８１．６３ ３０８０．８１ ０．０３ １６７１６．２９ １６６２１．０８ ０．５７
４ １４８２．３９ １４８２．３０ ０．０１ ５６７９．５９ ５６７４．７２ ０．０９ ２８５４３．５０ ２８１６６．８４ １．３２
５ ２３９１．２３ ２３９０．８４ ０．０２ ８９６６．４０ ８９４８．４８ ０．２０ ４１９４７．３３ ４０９９０．５４ ２．２８
６ ３５０６．２６ ３５０５．０５ ０．０３ １２８３９．０４ １２７９０．２３ ０．３８ ５６３３７．０１ ５４４５７．７１ ３．３４
７ ４８１５．９３ ４８１２．８８ ０．０６ １７２００．０７ １７０９１．８６ ０．６３ ７１３４８．６３ ６８２１６．０１ ４．３９
８ ６３０７．６９ ６３０１．０３ ０．１１ ２１９６２．８５ ２１６９５．９３ １．２２ ８６７２８．４０ ８２０７２．２０ ５．３７

　　由表３~５可知:(１)梁的长度不变,低阶时由经

典 Timoshenko梁理论与修正 Timoshenko梁理论

得到的自振频率比较接近,随着阶数的增加,二者差

值逐渐增加,且经典 Timoshenko梁理论计算得到

的自振频率大于修正 Timoshenko梁理论的结果;
(２)梁长度逐渐减小,两种梁理论得到的自振频率差

值逐渐增大,阶数越高二者差值就越大;(３)梁越短

粗,剪切变形对转动惯量的影响就越显著;(４)基于

回传射线矩阵法,并考虑剪切变形对转动惯量的影

响,将变截面梁简化为多段等截面梁的计算方法正

确,具有较好的计算精度和和收敛性.

３　结论

(１)基于修正 Timoshenko梁理论,利用分段

思想,采用回传射线矩阵法,通过节点力平衡和位移

协调条件建立回传射线矩阵,推出截面半径线性变

化的变截面修正 Timoshenko梁横向自振频率的精

确求解方法.数值算例表明该方法具有较好的计算

精度和收敛性.
(２)基于经典 Timoshenko梁理论得到的自振

频率大于修正 Timoshenko梁,且随着阶数增加,两
者差值增大;梁越短粗,剪切变形对转动惯量的影响

就越大.
(３)修正 Timoshenko梁理论更适合于深梁.

本方法还可以推广至任意变截面梁以及耦合振动

计算.
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