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共振柱试验的非线性拟合研究

鄢兆伦1,陈学良2,高志兵1,杨伟林1,洪海春1
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摘要:土体动力参数是表征土动力特性的重要指标,对抗震计算具有重要影响。利用GCTS共振柱

仪对淤泥、黏土、粉质黏土和粉砂进行共振柱试验,对 Hardin-Drnevich提出的双曲线模型的模量

比表达式进行线性拟合与改进的非线性拟合对比研究。结果表明:改进的非线性拟合得到的曲线

较线性拟合曲线更加接近原始数据点;在低应变处,非线性拟合残差小于线性拟合残差,随着应变

增加非线性拟合的残差接近线性拟合残差,在大应变处线性拟合残差小于非线性拟合的残差;改进

的非线性拟合的最大动剪切模量Gdmax和参考剪应变γr 的标准误差及置信区间宽度均比线性拟合

的结果小;拟合优度评价指标表明改进非线性拟合效果优于线性拟合效果。将线性拟合结果作为

非线性拟合方法的初始值的改进方法较线性拟合方法具有更高的准确性和稳定性,并具有更高的

应用价值。
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Abstract:Asimportantindexesforinvestigatingsoildynamiccharacteristics,thedynamicparam-
etersofsoilplayasignificantroleinseismiccalculations.UsingtheGCTSresonantcolumnde-
vice,resonantcolumnexperimentswerecarriedoutonsilt,clay,siltyclay,andsiltysand.A
comparativestudywasconductedonthemodulusratioexpressionofthehyperbolicmodelusinga
linearfittingmethodandimprovednonlinearfittingmethod.Theresultsshowthatthecurvesfit-
tedbythenonlinearfittingmethodareclosertotheoriginaldatapointsthanthecurvesfittedby
linearfittingmethod.Inthelowstrainsoil,thenonlinearfittingresidualislessthanthelinear
fittingresidual,andwithanincreaseofstrain,thenonlinearfittingresidualgetsclosertolinear
fittingresidual.Inthelargestrainsoil,thelinearfittingresidualislessthanthenonlinearfitting
residual.Thestandarderrorandconfidenceintervalwidthofthemaximumdynamicshearmodu-
lusGdmaxandreferenceshearstrainγr,whichwascalculatedbythenonlinearfittingmethod,



arebothsmallerthantheresultscalculatedbythelinearfittingmethod.Theimprovednonlinear
fittingmethodhasahigheraccuracy,stability,andapplicationvaluethanthelinearfitting
method.
Keywords:resonantcolumntest;dynamicshearmodulus;nonlinearfitting

0 引言

土动力参数直接影响地震波在土层中的传播,直
接参与土层反应分析的计算。土动力参数即土的非

线性特性的测试偏差将直接影响理论计算的结果[1]。
特别是在中震、大震水平下,土体动力参数对地表峰

值加速度、峰值速度、地震影响系数、设计反应谱特征

周期和平台值的影响很大[2-5]。土动力参数的准确测

试和数据的准确处理对抗震设计具有重要意义。
目前在抗震设计及地震小区划中,对于地基土

的动力特性参数一般采用共振柱(应变水平10-6~
10-4)和 动 三 轴 试 验(应 变 水 平10-4~10-2)测
定[6-8]。很多学者(如景立平等[9])对两种试验的联

合测定进行了研究,但未见有成熟可应用的成果。
同时,众多学者研究了不同骨架曲线模型(Hardin-
Drnevich模型、Ramberg-Osgood模型及Davidenk-
ov模型[10-11])的动模量函数关系,取得了较为丰硕

的成果[12-13],其中以 Hardin等提出的双曲线模型

为基础建立的动模量函数应用最为广泛[14],但其拟

合方法未见有对比分析及改进的文章。本文对

Hardin-Drnevich提出的本构函数关系得到的模量

比表达式进行研究,通过对比线性拟合和非线性拟

合方法的特点,给出结合二者优点的拟合方法,以期

改进拟合方法及精度。

1 试验土性数据

本文试验原状土取自中国地震局地球物理研究

所岩土力学实验室的常州天宁广场和环太湖艺术城

项目。试验仪器采用美国GCTS公司生产的TSH-
100型共振柱测试仪。该仪器通过浮动扭转驱动器

施加剪切扭矩,并可通过光纤位移传感器SR-DF-
FO-250测量到10%~10-4%的剪应变水平,能够

自动计算动剪切模量。
按照《土 工 试 验 规 程 SL237-1999》和《ASTM

D3999-91(2003)》的规定,制作直径50mm、高度100
mm的试验土样。按照《土工试验规程SL237-1999》
的规定,采用烘干、液塑限联合测定等方法对原状土

的液塑限状态、天然密度、干密度和含水率等物理参

数进行了测定。具体的土性及试验参数如表1所列。

表1 土性及实验参数

Table1 Soilpropertiesandexperimentalparameters

土性 状态
埋深
/m

天然密度
/(g·cm-3)

干密度
/(g·cm-3)

含水率
/%

σc
/kPa

淤泥 软塑 5.5 1.48 0.91 63 55
黏土 可塑 94.1 1.74 1.37 27 600

粉质黏土 可塑 22.3 1.83 1.38 33 223
粉砂 中密 12.3 1.97 1.66 19 123

2 拟合方法简述

依据 Hardin-Drnevich提出的双曲线模型,可

以推导得到模量比表达式为:Gd

Gdmax
=

1
1+γd/γr

。

对于线性拟合,将模量比表达式变换为:1
Gd

=
1

Gdmax

+
γd

γr×Gdmax
,这样由原来的Gd-γd 关系变为1

Gd
~

γd 的关系。假设a≤Gd≤b,其误差为b-a,则变

换后的1
b ≤

1
Gd
≤
1
a
,误差为1

a-
1
b=

b-a
ab

,可见误

差性质发生了变化,其变化特性与实际数据相关。这

种处理实验数据的方法带来人为因素的影响。
非线性拟合基本原理:一般非线性模型的形式

为:y=f(x,θ)+ε,式中f是一般的函数,θ是P 维

参数向量,ε是随机误差变量[15]。求“最小二乘”拟

合曲线,就是求θ的估计θ
∧
,使得S(θ)=∑

n

i=1
ε2i=∑

n

i=1

[yi-f(xi,θ)]2最小,再将θ的值代入f(x,θ),就

得到拟合的曲线f
∧
(x,θ

∧
)。运用高斯牛顿法求解上

述过程:设(x1,y1),(x2,y2),…,(xn,yn)是观察

数据。用fi(θ)代替f(xi,θ),S代替S(θ)。在θ=
θi 处,将 fi(θ)泰勒展开,只取前两项为f(θ)=
f(θ0) + J(θ0)(θ - θ0), 式 中 f(θ) =
(f1(θ),f2(θ),…,fn(θ))',J(θ0)是n×p 阶雅克
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比矩阵,记y 为(y1,y2,…,yn)',则:

S(θ)=∑
n

i=1
ε2i =∑

n

i=1

[yi-f(xi,θ)]2=

[y-f(θ)]'[y-f(θ)]=[y-f(θ0)-
J(θ0)(θ-θ0)]'[y-f(θ0)-J(θ0)(θ-
θ0)]=[y-f(θ0)]'[y-f(θ)]-
2[y-f(θ0)]'J(θ0)(θ-θ0)+
(θ-θ0)'J(θ0)'J(θ0)(θ-θ0)

令g(θ)=(
∂s
∂θ1
,∂s
∂θ2
,…,∂s

∂θn
)有g(θ)=-2J

(θ0)'[y-f(θ0)]+2J(θ0)'J(θ0)(θ-θ0),令g(θ)

=0,得到J(θ0)'J(θ0)(θ-θ0)=J(θ0)'[y-f(θ0)]
从而:θ=θ0+[J(θ0)'J(θ0)]-1J(θ0)'[y-f(θ0)]
得到递推公式:θ(i+1)=θ(i)+[J(θ(i))'J(θ(i))]-1J
(θ(i))'[y-f(θ(i))]。利用这个公式,并给定初始

值θ0,迭代结算,直至θ(i)收敛,即θ(i)与θ(i+1)的差

值小于给定的小正数,从而得到θ
∧
。

这种非线性的拟合方法不改变原始的拟合公

式,无人为因素对实验数据的影响,但需给定适合的

初始值。当初始值与实际值较为接近时该方法能够

很快收敛;当初始值与实际值相差较大时该方法发

散。本文通过将线性拟合与非线性拟合相结合的方

式,即通过线性拟合将线性拟合结果作为非线性拟

合方法的初始值,然后再通过非线性拟合得到计算

结果。

3 结果与分析

从淤泥土的动剪切模量残差分布图(图1)可以

看出:总体上非线性拟合优于线性拟合;在应变低于

7×10-5时,非线性拟合残差要低于线性拟合残差;
在应变大于7×10-5而低于4×10-4时,非线性拟合

残差与线性拟合残差较为接近;大于4×10-4时,非
线性拟合残差大于线性拟合残差。这个特点与动剪

切模量拟合曲线和原始数据点图(图2)相对应,在
应变低于1×10-4时,非线性拟合曲线和线性拟合

曲线相差较大,同时非线性拟合曲线接近原始数据

点,非线性拟合更加准确;应变在1×10-4~5×
10-4间,两种方法的拟合曲线几乎重合;大于5×
10-4时,两种拟合曲线稍有差别,距原始数据点都很

接近。
从黏土的残差分布图(图3)同样可以看出,在

应变低于3×10-5时,非线性拟合的残差要小于线

性拟合残差;在应变接近5×10-5时,两种拟合方

法的残差一致;在应变大于5×10-5时线性拟合的

残差要小于非线性拟合残差。拟合曲线和原始数

据点图(图4)中同样是非线性拟合与原始数据更

加接近,尤其是应变低于3×10-5之后的曲线几乎

重合。

图1 淤泥土残差分布图

Fig.1 Theresidualdistributionofsiltsoil

图2 淤泥土拟合曲线图

Fig.2 Thefittingcurvesofsiltsoil

图3 黏土残差分布图

Fig.3 Theresidualdistributionofclay
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图4 黏土拟合曲线图

Fig.4 Thefittingcurvesofclay

除最大应变对应的残差外,粉质黏土的其余非

线性拟合残差均小于线性拟合的残差(图5)。在应

变低于6×10-5时两种拟合方法得到的残差点差别

较大,非线性拟合残差约是线性拟合残差的十分之

一;随着应变增加二者的差别越来越小,当应变达到

一定值时线性拟合残差小于非线性拟合残差。从动

剪切模量拟合曲线图(图6)中可见:当应变大于6×
10-5时,动剪切模量衰减得很快;应变在6×10-5~
2×10-4范围内时,动剪切模量减小了约54.5%,这
造成了线性拟合曲线与原始数据差别较大。可见线

性拟合只是通过中间数据点,然后以该数据点为界

将低应变和高应变处值分置于曲线两侧,这是符合

线性拟合的最小二乘原理的;非线性拟合曲线通过

了最小、最大和中间应变处的实际模量,同时整体上

也更加接近原始数据点。
从粉砂的残差分布图(图7)可以看出同样的分

布规律,在小应变处非线性拟合残差与线性拟合残

差相差较大,非线性拟合残差较小,随着应变增加二

图5 粉质黏土残差分布图

Fig.5 Theresidualdistributionofsiltyclay

图6 粉质黏土拟合曲线图

Fig.6 Thefittingcurvesofsiltyclay

图7 粉砂残差分布图

Fig.7 Theresidualdistributionofsiltysand

者逐渐接近,当应变大于一定值后线性拟合残差较

非线性拟合小。动剪切模量拟合曲线图(图8)也同

样反映出非线性拟合较好,与原始数据更加接近。

图8 粉砂拟合曲线图

Fig.8 Thefittingcurvesofsiltysand

各土样的拟合参数(最大动剪切模量Gdmax、参
考剪应变γr及标准误差和95%的置信区间)如表2
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表2 拟合参数

Table2 Fittingparameters

土类 方法

拟合参数

Gdmax
/MPa

标准误差 95%置信区间
γr

/(×10-4)
标准误差
/(×10-4)

95%置信区间
/(×10-4)

淤泥 1 5.8469 0.1332 (5.5664,6.1576) 7.3885 0.7423 (6.2849,8.7849)

2 5.9816 0.0933 (5.7705,6.1927) 6.5695 0.5252 (5.5687,8.0088)

黏土 1 39.15427 1.03422 (37.3482,42.6504) 1.78286 0.1791 (1.44273,2.71933)

2 38.30112 0.52545 (37.08943,39.5128) 1.77213 0.1421 (1.55182,2.65194)

粉质黏土 1 16.95777 1.06342 (14.21868,21.00840) 2.82073 0.77243 (2.34327,3.79433)

2 18.45797 0.59355 (17.11527,19.80068) 2.19320 0.58652 (1.670309,3.19265)

粉砂 1 13.45351 0.14658 (13.01744,13.88117) 3.22047 0.28532 (2.71544,3.35268)

2 13.73342 0.10724 (13.49739,13.96945) 3.20173 0.18242 (2.79879,3.20173)
表中1代表线性拟合方法,2代表非线性拟合方法,下同。

所列。从表中可见,非线性方法拟合出Gdmax标准误

差全部较线性拟合的标准误差小,非线性拟合标准

误差约占线性拟合标准误差的50%~73%;同时非

线性拟合的95%置信区间宽度也较线性拟合的置

信区间宽度小。非线性拟合的参考剪应变γr 较线

性拟合结果小,相应的标准误差亦比线性拟合标准

误差小,约占线性拟合标准误差的63.9%~79.3%;

同样非线性拟合95%置信区间宽度较线性拟合的

置信区间宽度小。非线性拟合出的最大剪应变和参

考剪应变的值较线性拟合结果具有更高的准确性和

可靠性。
在实际工程运用中,一般计算场地土层反应时

需提供动剪切模量比在8个常见应变点处的值[16],
为此提供了两种拟合方法下的模量比的值(表3)。

表3 两种拟合方法下常见应变处的模量比值

Table3 Themodulusratioatcommonstrainpointsusingthetwofittingmethods

土类 方法
应变(×10-4)

0.05 0.1 0.5 1 5 10 50 100

淤泥 1 0.9933 0.9867 0.9367 0.8808 0.5965 0.4250 0.1288 0.0688
2 0.9925 0.9851 0.9293 0.8679 0.5678 0.3947 0.1161 0.0616

黏土 1 0.9696 0.9410 0.7619 0.6154 0.2425 0.1380 0.0310 0.0158
2 0.9726 0.9466 0.7799 0.6393 0.2617 0.1505 0.0342 0.0174

粉质黏土 1 0.9827 0.9658 0.8495 0.7383 0.3607 0.2200 0.0534 0.0274
2 0.9777 0.9567 0.8143 0.6868 0.3049 0.1799 0.0420 0.0215

粉砂 1 0.9835 0.9686 0.8646 0.7623 0.3916 0.2435 0.0605 0.0312
2 0.9835 0.9676 0.8566 0.7492 0.3740 0.2300 0.0564 0.0290

  从表中可以看出同一应变处的模量比值差别最

大可达到27.1%;同时发现非线性拟合得到的模量

比值在不同应变处的下降速度较非线性拟合的模量

比值下降速度大。这两点特征对于场地反应分析计

算具有重要影响。
为进一步研究两种拟合方法对于双曲线模型模量

比随动剪应变变化曲线拟合的优劣性,对比分析了统

计学原理中关于拟合优度评价指标(表4)。从表4可

以看出,非线性拟合的各项评价指标均比线性拟合好,
非线性拟合的结果比线性拟合的结果优,并且非线性

拟合方法的稳定性、准确性均比线性拟合方法高。

4 结论与讨论

通过对选取的淤泥、黏土、粉质黏土和粉砂进行

共振柱试验及对两种拟合方法(公式变换的线性拟

合和直接拟合模量比曲线的非线性拟合)的对比分

析,得出以下结论:
(1)非线性拟合方法拟合得到曲线较线性拟合

的曲线通过原始数据点多;非线性拟合的残差与线

性拟合残差相比,在小应变处前者小于后者(共振柱

试验准确测量的应变范围亦是小应变范围的,这样

非线性拟合更加准确),随应变增加二者差别逐渐减

小,在较大应变处线性拟合残差小于非线性拟合残

差,这是由于线性拟合公式变换改变了模量与动剪

应变关系造成的。
(2)非线性拟合的最大动剪切模量比线性拟合

得到的标准误差小,约占50%~73%,同样非线性

拟合参考剪应变的标准误差也小,约占线性拟合标
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表4 拟合优度评价指标

Table4 Theevaluatingindexofgoodnessoffit
土类 方法 RSS Adj-R RMSE RCS 评价

淤泥 1 0.35789 0.9541 0.1979 0.048203 较差

2 0.28297 0.97253 0.17732 0.03144 较好

黏土 1 9.59257 0.98139 1.02813 0.96171 较差

2 6.78691 0.98814 0.86742 0.84836 较好

粉质黏土 1 17.71838 0.902327 1.2446 1.4562 较差

2 10.08299 0.94417 1.0041 1.1203 较好

粉砂 1 0.73986 0.99194 0.2449 0.05766 较差

2 0.369029 0.99691 0.1882 0.0388 较好

表中:RSS 表示残差平方和,数值越小拟合效果越好;Adj-R 表示校正后决定系数,越接近1
拟合效果越好;RMSE 表示残差标准差,数值越小,模型越稳定,拟合效果越好;RCS 表示加
权卡方检验系数,值越小拟合效果越好。

准误差的63.9%~79.3%;非线性拟合的最大动剪

切模量和参考剪应变的95%置信区间宽度均比线

性拟合小;两种方法拟合得到的8个常见应变点处

的模量比值相差较大,在小应变处相差小,随应变增

加二者差别增大。
(3)通 过 对 比 拟 合 优 度 指 标 RSS、Adj-R、

RMSE 和RCS 发现:非线性拟合较线性拟合具有

更好的准确性和稳定性,拟合效果优于线性拟合

结果。
非线性拟合需要给定适合的初始值,如初始值

给定的不恰当会导致发散。本文将线性拟合的结果

作为非线性拟合的初始值,避免了非线性拟合的发

散问题。本文根据实验结果进行了统计拟合和对比

分析,并给出了淤泥等土类的模量比在常见应变处

的值,结果具有一定的理论价值和工程意义,但不能

作为完全参考,实际工程中应进行实际试验,结果数

据的处理可以采用本文的拟合方法。
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