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适于声波方程数值模拟的时间-空间域有限差分
算子改进线性算法①

梁文全,赖永明,姜 琳,吴超凡
(龙岩学院资源工程学院,福建 龙岩364000)

摘要:有限差分法广泛应用于地震波场的数值延拓,确定合适的有限差分算子以减小数值频散是有

限差分法的一个重要研究内容。近年来为了进一步抑制数值频散和增加时间步长,新的有限差分

模板得到了应用,对于此,前人使用泰勒展开方法和最小二乘方法确定有限差分算子系数。本文在

以前工作的基础上,使用改进的线性方法确定新模板的有限差分系数,并与传统模板线性方法进行

对比;通过频散分析和正演模拟验证出新模板线性方法能够更好地保持频散关系,在相同的精度下

效率提高了一倍,从而说明了改进的线性方法的有效性。
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AcousticWaveEquationModelingwithaNewTime-SpaceDomain
FiniteDifferenceStencilandanImprovedLinearAlgorithm
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Abstract:Numericalmethodsproveusefulinexplorationseismology.Themostcommonlyused
numericalmethodsarethefinitedifference,finitevolume,andfiniteelementmethods.These
methodsconstitutethebasisforreversetimemigrationandfull-waveforminversion.Finitediffer-
encemethodsarewidelyusedinwavefieldextrapolationbecauseoftheirhighercomputationeffi-
ciency,lowermemoryrequirements,andeasierimplementation.Duringdiscretizationofthetime
andthespatialderivativesinthewaveequation,griddispersionoftenoccurs.Griddispersioncan
resultinartificialwavesandinaccuratewavefields.Therefore,findingsuitablefinitedifference
operatorcoefficientstopreservethedispersionrelationshipofthewaveequation,thusreducing
griddispersion,isoneofthemostimportantissueswhenusingfinitedifferencemethods.To
reducegriddispersion,thetraditionalmethoduseshigh-orderfinitedifferenceschemesinthe
spatialdomain.However,wavesaresimultaneouslypropagatedintimeandspace.Therefore,

someresearchersproposefinitedifferenceschemesbasedonthetime-spacedomaindispersion
relationship.Mostcommonlyusedarethehigh-orderTaylorexpansionmethodandtheoptimized
method.However,thetimestepisrelativesmallevenintheoptimizedtime-spacedomainmeth-
od.Recently,anewfinitedifferencestencilhasbeenproposedtoincreasethetimestepwhilepre-
servingtheaccuracywiththeleast-squaresmethod.Thetime-spacedomaindispersionrelation-
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shipofthisnewfinitedifferencestencilislinear.Therefore,inthispaper,weproposeusingthis
improvedlinearmethod,withthenewfinitedifferencestencil,toobtainthefinitedifferencecoef-
ficientsfortheacousticwaveequation.Wedemonstrate,bydispersionanalysisandnumerical
simulation,thatwiththisnewFDstencilanditsimprovedlinearsolution,thewaveequation
simulationspeedcanbedoubledcomparedwiththepreviouslinearmethod.
Keywords:acousticwave-equationmodeling;time-spacedomain;finitedifferencescheme;linear

method

0 引言

数值模拟在实践中得到了广泛的应用[1-2]。其

中有限差分方法因为计算效率高、所需内存小、实现

简单而广泛应用于地震正演研究[3-10],同时构成了

逆时偏移成像和全波形反演的基础[11-12]。
数值频散是有限差分研究的关键问题,直接影

响着有限差分方法在波动方程中的应用。数值频散

是对波动方程的时间和空间偏导数的离散化造成

的,使得相速度变成了网格间距的函数,从而导致地

震波的数值相速度不等于地球介质的真实相速度,
使得波场模拟的精度降低。一般来说,如果存在时

间频散,则高频的相速度增大;如果存在空间频散,
则高频的相速度减小[13]。

起初,波动方程空间偏导数的有限差分算子在

空间域中确定。但地震波在时间域和空间域同时传

播,因此在时间-空间域确定空间偏导数的有限差分

算子能同时抑制时间频散和空间频散。Liu等[14]通

过平面波理论和泰勒展开方法在时间-空间域确定

有限差分算子系数。Yang等[15]提出和改进了近似

解析离散化方法(NADM 方法)。Zhang等[7]提出

使用模拟退火方法确定有限差分系数并指出合适的

误差容限的重要性。笔者曾提出根据震源频率范

围、波速和网格间距确定一个合适的波数范围,在此

围内使用线性方法确定有限差分系数,并取得了良

好效果[16]。为进一步压制频散和增加时间步长,

Liu等[17]也提出新的有限差分模板并用最小二乘方

法确定了相应的有限差分系数。本文使用线性方法

确定新有限差分模板对应的系数,该方法比最小二

乘方法计算系数的效率更高,可在保证有限差分算

子精度的同时提高其计算效率。

1 有限差分算子确定方法

对于二维的声波方程,

􀆟2p
􀆟x2 +

􀆟2p
􀆟z2 =

1
v2

􀆟2p
􀆟t2

(1)

其中:p 是压力波场或位移波场,在(x,z)两个方向

上的二阶空间偏导数,使用相同有限差分格式加以

计算,并采用新的有限差分模板格式[17][图1(b)],
可以得到
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其中:cm 和d 表示有限差分系数[当d=0时新差分

模板格式退化到图1(a)所示的传统差分模板格

式];h 表示网格长度(m);τ表示时间步长(s),v 表

示波速(m/s);M 表示差分格式的算子长度,其中

pj
m,n =p(x+mh,y+nh,t+jτ) (3)

  对于时间偏导数,采用二阶有限差分近似,得到
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δt2 =

1
τ2
(-2p0
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  将式(2)和式(4)带入式(1),可得
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  对式(5)进行傅里叶变换,可得

2c0+2∑
M

m=1
cm cos(mkxh)+cos(mkzh)[ ] +

4dcos(kxh)cos(kzh)≈
1
r2
2cos(ωτ)-2[ ] (6)

  令

kx =kcosθ,kz =ksinθ (7)

其中:k表示波数;θ是平面角的传播角度;r=
υτ
h
。

根据震源频率、速度和网格间距确定需要满足

频散关系的波数范围占总波数的比例[16],
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r=
ku

ktotal=
2πf/v
π/h =

f
v/(2h)

(8)

其中:f 是震源最高频率;v 表示地震波速度;h 表

示空间采样间距。

在式(8)确定的波数范围内,使用之前提出的线

性方法[16],假设M+2个均匀分布的波数点满足式

(6)所示的时间-空间域频散关系,得到方程(9)所示

的线性方程组:
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  由于矩阵的条件数较大,解方程(9)不能确定合

适的有限差分算子系数,因此需要对线性方法进行

改进,使之适应新有限差分模板。通过研究分析,假

设M+1个均匀分布的波数点满足式(6)所示的时

间-空间域频散关系,并令d=r2/4,得到方程(10)
所示的线性方程组:
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  方程(10)中,令有限差分算子系数d 遍历数组

c中元素,并对频散误差进行比较,得到频散误差最

小的一组有限差分算子系数。由于线性方法的计算

效率极高,即使进行了3次计算,其效率仍远高于最

小二乘方法。在方程(9)和(10)中,k(i)(i=1,2,
…,M+1)均匀分布于0和rπ/h 之间,而r 通过式

(8)确定。ki 的分量表示为ki,l,其中l=(x,z)。
我们称方程(10)为新模板改进线性方法,当d=0
时,退化到传统模板线性方法。

图1 传统及新的有限差分模板

Fig.1 (a)ThetraditionalandnewFDstencil

  由方程(6)可以得到,

c0+∑
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ë
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ù
û
úú+

2dcos(kxh)cos(kzh)≈-2
r2
sin2(ωτ/2)(11)

  令式(11)左边

c0+∑
M

m=1
cm cos(mkxh)+cos(mkzh)[ ] +

2dcos(kxh)cos(kzh)=g (12)

  由式(11)可知g≤0。由于sin2(ωτ/2)≤1,要
保证稳定性,则必须满足条件

-r2g
2 ≤1 (13)

  整理得到

r≤ -2/g (14)

  一般来说,随着波数(频率)的增加频散误差增

大,令

kxh=kzh=π (15)

  将式(12)和(15)代入不等式(14),得到新模板

线性方法稳定性条件

r≤s= 2/ -c0+2∑
M

m=1
cm(-1)m-1-2d[ ]

(16)
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  图2是新模板改进线性方法不同有限差分算子

长度M、不同r值时的稳定性分析曲线图。从图2
中可以看到,M 越大、r 越大越容易造成不稳定,因
此当r值较大时(波速较大时),应该采用较小的 M
值,这和实际的模拟情况一致。

图2 新模板线性方法的稳定性条件

Fig.2 Stabilityconditionofthenewlinearmethod

2 频散分析

二维声波方程数值频散δ(θ)定义为[18]

δ(θ)=
υphase-grid(k,θ,cm)

υreal =
1

rkhcos
-1{1+

r2

2+ 2c0+[

2∑
M

m=1
cm(cosmkxh+cosmkzh)+4dcos(kxh)cos(kzh)]}

(17)

  1-δ(θ)表示数值频散,其绝对值越小,数值频

散越小。
有限差分方法在一个空间网格上传播的时间误

差是[18]:

ε=
h
υ
(δ-1-1) (18)

  表1比较了时间-空间域最小二乘方法,传统

模板线性方法和新模板线性方法在不同速度时频散

误差绝对值小于10-5所需的算子长度。由表1可

见,假如时间步长τ=1ms,当地震波速分别为

1500、2000和2500m/s时,最小二乘方法和传统

模板线性方法对应的算子长度M 分别为7、4和3。
由表1的最后一行可见,当时间步长从1ms增加到

2.5ms时,新模板线性方法所需的算子长度并没有

改变(仅仅增加了d),由此数值模拟需要的机时可

以减少一半多。表2显示了表1最后一行所对应的

系数。
表1 不同方法30Hz频率范围内误差小于10-5

   需要的算子长度对比

Table1 Mrequiredtoensureεislessthan10-5atamaximum
    frequencyof30Hzwithdifferentmethods

h=20 fmax/Hz ε
不同速度对应的 M
150020002500

最小二乘方法 (τ=1ms) 30 10-5 7 4 3
传统模板线性方法(τ=1ms) 30 10-5 7 4 3
新模板线性方法 (τ=2.5ms) 30 10-5 7 4 3

  使用传统模板和新模板的线性方法数值频散如

图3所示。由此可见,使用新有限差分模板后,时

表2 时间步长τ=2.5ms时新有限差分模板对应的有限差分系数(d=r2/4)

Table2 FDcoefficientsfordifferentvelocitieswhenτ=2.5mswiththenewFDstencil(d=r2/4)

v/(cm·s-1) c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7
1500 -3.12645723 1.84966115 1.84966115 -0.392510593 -0.0515642177 0.0187917802 -0.005526414470.000927240452
2000 -2.90029434 1.64522748 -0.2514987260.0462417242 -0.00544830488
2500 -2.71826639 1.49110957 -0.17371993 0.0173294933

间步长增加到τ=2.5ms时仍然能够在30Hz频率

范围内使得误差小于10-5,而使用传统的有限差分

模板做不到这一点,由此证明了新有限差分模板和

线性方法的有效性。

3 数值模拟

3.1 均匀介质模型

首先考虑均匀介质模型,对于所有的有限差分

算子υ=2000m/s,h=20m,τ=2.5ms,M=7。
模型大小是700m×700m。震源在模型的中心位

置,是高斯函数的二阶导数[19],

w(t)=cexp -f2
0(t-t0)2[ ] (18)

其中:f0=55Hz;f0/π是主频频率;t0=4/f0;c是

常数。
图4显示了5000ms时波场不同有限差分算

法

所对应快照的切片振幅图(z/dz=120),使用时间步

长1ms的传统模板线性方法作为解析解。从图4
可见,使用新模板线性方法后时间步长增加到2.5
ms,数值频散不明显;而使用传统模板线性方法时

818                     地 震 工 程 学 报                 2016年



图3 传统模板与新模板线性方法的频散误差(h=20m,τ=2.5ms)
Fig.3 Dispersionerroroftheformerandnewlinearmethod(h=20m,τ=2.5ms)

间步长增加到2.5ms后,数值频散明显。

4 盐丘模型

图5显示了美国勘探地球物理学会的盐丘模

型,其速度从1500m/s变化到4800m/s[20]。震

源位置用红色菱形表示。震源函数使用式(18),其
中震源频率等于45Hz。对于所有的有限差分算子

空间步长h=20m。采用变算子长度方法(Liuand
Sen,2011),当波速小于2000m/s时,算子长度M
=7;当波速大于等于2000m/s小于2500m/s

时,算子长度M=4;当波速大于等于2500m/s时,
算子长度M=3。图6显示了不同有限差分算子在

3000ms时的波场快照切片振幅图 (z=400m),
其中时间-空间域泰勒展开方法时间步长τ=1ms,
时间-空间域传统模板线性方法时间步长τ=1ms,
新模板线性方法时间步长τ=2.5ms。从图6红色

椭圆中的部分对比可以看到,新模板线性方法在时

间步长τ=2.5ms时的空间频散要小于时间-空间

域泰勒展开方法在时间步长τ=1ms时的空间频

散,而两者的时间频散相似(在波的传播过程中,空
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间频散使得高频的相速度减小)。因此使用新模板

线性方法既保持了精度又提高了计算效率。

图4 不同有限差分算子对应的波场快照切片图

Fig.4 Slicesofwavefieldsnapshotsusingdifferentmethods

图5 BP盐丘速度模型

Fig.5 BPsaltvelocitymodel

  图6波场快照的切片振幅对比图。从上到下依

次是时间-空间域泰勒展开法;时间-空间域传统模

板线性方法;时间-空间域新模板线性方法。

5 结论

基于前人提出的新有限差分模板,提出使用线

性方法确定新有限差分模板对应的算子系数。其主

要特点有二:其一是改进了线性方法,使之可以应用

于新有限差分模板。使用新模板改进线性方法之

后,在其他条件相同的情况下,时间步长可以从1
ms增加到2.5ms,使得数值模拟的效率提高了一

倍多;其二,线性方法计算新模板有限差分系数的效

图6 波场快照的切片振幅对比图

Fig.6 Comparisionchartofslicesofwavefieldsnapshots

率要远高于优化方法计算新模板有限差分系数的效

率。鉴于新模板线性有限差分方法能够有效去除频

散,在保持相同精度的情况下提高了计算效率,因此

可以代替传统的有限差分系数应用于声波数值

模中。
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