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小波多分辨率分析时变系统参数
识别算法的鲁棒性研究①
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摘要:针对多自由度时变系统参数识别问题,基于Daubechies小波多分辨率展开的时变参数辨识方

法分析影响参数识别鲁棒性的各个因素。通过数值分析针对突变、线性慢变以及谐波快变的时变

参数进行识别,研究结果表明:当基函数dbN 一定时,在预先确立的分解尺度范围内,识别精度随

分解尺度的增加而增加;待识别参数的频率特性对分解尺度的选择有很大影响,快时变参数比慢时

变参数对分解尺度更为敏感;基函数dbN 并不是影响识别精度的主要因素;在分解尺度相同的情

况下,可以通过提高采样频率增加快时变参数识别精度。
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Abstract:Research,basedonDaubechieswaveletmulti-resolutionanalysis,wascarriedoutto
solveparameteridentificationproblemsinmultipledegreesoffreedomtime-varyingsystems.In
ordertoimproveidentificationefficiencyandaccuracy,numericalexperiments,basedontheabove
method,wereconductedtostudythevariousfactorsthataffectperformance.Theresultsshow
thatwhenthebasicfunctiondbN wasfixedinthepresetdecompositionscale,identificationaccu-
racyincreasedwithanincreaseinthedecompositionscale.Thefrequencycomponentofthetime-
varyingparametershadgreatinfluenceonthechoiceofdecompositionscale,andthefasttime-
varyingparametersweremoresensitivethantheslow.ThechoiceofthebasicfunctiondbNaf-
fectstheidentificationaccuracy,butisnotakeyfactor;anincreaseinsamplingratecanimprove
theidentificationaccuracyoffasttime-varyingparametersunderthesamedecompositionscale.
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0 引言

时变参数的结构动力学问题,无论是正问题还

是反问题一直都是研究的重要科学问题,也是实际

工程问题中必须解决的关键问题[1]。随着工程科学

朝高速、高精度及智能化方向发展,工程结构参数时

域变化特点对系统动态特性的影响逐渐增大[2]。实

际工程结构在服役期限内受到工作荷载或极端荷载

作用时,其损伤不可避免且不断累积,本质上属于时

变和非线性的结构系统[3-4]。时变物理参数的识别

属于力学反问题研究范畴,时变参数识别问题主要

是借鉴了控制理论、系统工程以及信号处理等领域

的研究成果,逐渐形成各类方法的识别体系。研究

人员一般从以下三种思路去考虑:一类是基于在线

或递推技术的研究方法,常采用最小二乘类估计算

法以及各种卡尔曼类估计算法,在此基础上引入常

遗忘因子、变遗忘因子以及各种自适应因子矩阵来

增强识别时变参数的时域跟踪能力[5-6];一类是子空

间类方法,先后发展了基于集总数据的子空间方法

和递推子空间方法,基本思想是通过跟踪系统矩阵

的特征子空间来识别系统的时变参数[7];一类是基

于信号的时频分析技术,从信号处理技术角度考虑,
主要有HHT和小波变换等方法[8-11]。由于时变结

构系统响应信号表现出非稳态特性,HHT和小波

变换在处理非线性、非平稳信号方面具有独特优势。
小波变换通过伸缩平移能够分析任意频率范围内的

信号,具有良好的捕捉信号全局以及局部特性的能

力。本文主要针对小波识别方法,即将每一个待识

别参数在小波尺度函数上和小波函数上进行多分辨

率展开,将时变系数转化成采用一系列小波系数表

达的时不变系数的辨识问题[12]。
小波函数相比谐波、多项式等基函数更适于描

述某些具有快变特征的参数。根据以上研究成果分

析可知,基于小波理论对时变参数辨识逐渐形成基

本理论体系。识别算法的鲁棒性是将其应用于实际

结构进行系统识别的关键[13],但针对小波识别方法

中影响参数识别鲁棒性的各个因素,如分解尺度的

选择、小波基函数选择、抗噪声干扰能力,以及如何

提高辨识精度等关键问题却鲜有报道。本文在已有

研究的基础上,在 Matlab环境下通过数值分析,针
对突变、线性慢变以及谐波快变参数进行识别,为该

识别方法在参数选取上给出一个定量、定性的评判

规则,以期为应用于工程实际做出一些理论指导。

1 理论背景

1.1 Daubechies小波

Daubechies小波是法国学者IngridDaubechies
提出构造的一系列二进制小波函数的总称,简写成

dbN,N 是小波的阶数。小波函数φ(t)和相应的尺

度函数ϕ(t)的支撑区为2N -1,φ(t)的消失矩为

N。dbN 时域上是有限支撑的,即φ(t)长度有限,

其高阶原点矩∫tpφ(t)dt=0,p=0~N;N 值愈大,

φ(t)的长度就越长;在频域上Ψ(ω),在ω=0处有

N 阶 零 点;φ(t)和 它 的 整 数 位 移 正 交 归 一,

∫φ(t)φ(t-k)dt=δk;dbN 小波具有较好的正则

性,其中消失矩越高光滑性就越好,频域的局部化能

力就越强,频带的划分效果越好。正是由于具有以

上特点,Daubechies小波被 Mallat应用到多分辨率

分析框架体系中。dbN 小波不具有对称性,且没有

明确的解析表达式。图1为N =3、4时的db3小波

函数与db4小波函数及对应的尺度函数曲线

1.2 小波多分辨率分析(WMRA)
基于 Mallat多分辨率分析思想,把平方可积的

函数f(t)∈L2(R)看成是某一逐级逼近的极限情

况,也就是用不同分辨率基函数逐级逼近待分析函

数f(t)[14]。
…,V0=V1 W1,V1=V2 W2,…,Vj =

Vj+1 Wj+1,…,
式中:Vj 为尺度空间;Wj 为小波空间;j∈Z,且j是

从-∞ 到+∞ 的整数,j值愈大空间愈大。
对于一个能量有限且随时间变化的时间序列

f(t),通过小波多分辨率可以近似表示为[14]:

   f(t)≈ ∑
Kj0

k= -¥

cj0,kϕj0,k(2j0t-k)+

∑
J

j=j0
∑
KJ

k= -¥

dj,kφj,k(2jt-k)

(n=0,1,…,Nt-1) (1)
其中:ϕj0,k(2j0t-k)和φj,k(2jt-k)分别是尺度函

数ϕ(t)和母小波函数φ(t)的平移和伸缩的函数

簇;cj0,k 和dj,k 分别是在尺度j0 和j 上的展开系

数。式(1)中第一项给出了f(t)的低频分量或近似

表达;第二项给出了对于不同分辨率尺度j 的高频

分量或细节表达。在式(1)中,确定对于不同分解

尺度上展开系数cj0,k、dj,k 取值个数,首先确定k0,

Kj 的取值范围,其与点数Nt、尺度函数支撑长度有
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图1 不同小波基函数

Fig.1 Differentwaveletbasisfunction

关。消失矩为N 尺度函数φ(t),ϕj,k(t)=2j/2ϕ(2jt
-k)的支撑长度为[2-jk,2-j(k+2N -1)]。为保

证平移伸缩之后ϕi,k(t)能够完全覆盖整个信号的

长度,应保证最后一个基函数的初始时间大于信号

的终止时间,且第一个基函数的终止时间小于信号

的开始时刻。 根据这个原则,k 的取值范围应为

k0=2-2N,Kj0=0,Kj=int(2jNt)-1。式(1)的
离散形式矩阵表达式为:

F ≈W(J)ξ(J) (2)
其中:F =[f(0) f(1) … f(Nt-1)]T;W 为

包 含 小 波 基 函 数 的 重 构 矩 阵;ξ =
[cj0,k0 … cj0,Kj0 dj0,k0 … dj0,Kj0 … dJ,KJ]T。
其中,W、ξ 的维数与分解的尺度有关。

2 识别方法

考虑一个多自由度体系的时变运动方程:

 M(t)̈x(t)+C(t)̇x(t)+K(t)x(t)=F(t)(3)

其中:M(t)、C(t)、K(t)分别为时变质量矩阵、阻尼

矩阵 和 刚 度 矩 阵;F(t)为 外 部 输 入 激 励;̈x(t)、

ẋ(t)、x(t)分别为相对于地面的加速度、速度、位移

响应。式(3)可以写为如下表达式:

R[̇X(t),X(t),θ(t)]=C(t)̇x(t)+K(t)x(t) (4)
式中:θ(t)为结构时变参数向量表达形式;恢复力

向量R 表达形式为

R=[r1-r2,r2-r3,…,ri-ri+1,…,rn-1-rn]
(5)

式中:ri(t)为i-1与i层之间的的恢复力,具体可

以表达为:

ri(t)=ci(t)̇xd
i(t)+ki(t)xd

i(t) (6)
式中:̇xd

i(t)、xd
i(t)分别为i-1与i层的相对速度

和相对位移,即ẋd
i(t)=ẋi -ẋi-1,xd

i(t)=xi -
xi-1;ci(t)、ki(t)为时变阻尼和时变刚度,恢复力

向量可以表示为:

R(t)=τ(t)θ(t) (7)

    τ(t)=

ẋd
1 xd

1 -ẋd
2 -xd

2 0 0 0 0 0 0
0 0 ẋd

2 xd
2 -ẋd

3 -xd
3 0 0 0 0
⋱

0 0 0 0 0 0 0 0 0 ẋd
n xd

n

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

θ(t)=         

         [c1(t) k1(t) ...ci(t) ki(t) ...cn(t) kn(t)]T
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  由式(4)、(7)推知得:

R(t)=F(t)-M(t)̈X(t) (8)

  考虑到Ẍ(t)、F(t)可以通过实测得出,假设结

构的质量不随时间发生改变,令y(t)=F(t)-
M(t)̈X(t)为输出向量,则输出向量y(t)可以表达

成包含噪声的结构恢复力向量

y(t)=R(t)+e(t)=τ(t)θ(t)+e(t) (9)

  e(t)为测量噪声,写成矩阵的形式:

Y=ΓΘ+ε (10)

  式(10)可以看作一元线性回归模型。其中,测
量输出向量Y=[Y1,Y2,…,Yn]T,而

Yi=[yi(t0) yi(t1) … yi(tN-1)]T,

ε=[e(t0)e(t1) … e(tN-1)]T

为响应的测量噪声向量;结构输出响应矩阵可表示为

Γ=

Ḋ1 D1 -Ḋ2 -D2 0 0 0 0 0 0

0 0 Ḋ2 D2 -Ḋ3 -D3 0 0 0 0
⋱

0 0 0 0 0 0 0 0 Ḋn Dn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

;

Ḋi=diag(̇xd
i(t0),̇xd

i(t1),…,̇xd
i(tNt-1));

Di=diag(xd
i(t0),xd

i(t1),…,xd
i(tNt-1));

Θ=[Θ1,Θ2,…,Θn]T;

Θi=[θi(0),θi(1),…,θi(Nt-1)]T

i从1到n,E 为响应的测量噪声向量。根据多

分辨率建模的思想,将时变参数矩阵Θ 采用小波多

分辨率展开写成矩阵形式:

Θ ≈WΞ (11)
其中:Ξ=[ξT

1,ξT
2,…,ξT

n]T 为小波展开系数矩阵;

ξi=[ξc ξd],i=1,2,…,n;

ξc =[cj0,k0 … cj0,Kj0]T;

ξd =[dj0,k0 dj0,k0+1 … dj0,Kj0 … dJ,KJ]T;

W=diag[w1,w2,…,wn]是相应的小波展开的重构

矩阵。ξi,wi 分别为第i层时变参数的小波展开系

数向量和小波基函数重构矩阵。将式(11)代入式

(10)可以得到

Y=QΞ+ε (12)
其中:Q=ΓW 包含结构响应Γ和在不同分辨率下小

波函数的采样值W。由式(12)可知,小波系数展开

Ξ 可以通过线性最小二乘伪逆解得到。

Ξ≈Q+Y (13)
其中:Q+ 表示Q 的伪逆,将Ξ回代到式(11)得到结

构的时变物理参数。因此,采用多分辨率分析可以

将结构的时变参数识别问题转化为一元回归模型中

的时不变小波系数ξc、ξd 的辨识问题。

3 数值分析

如图2所示,一个两自由度弹簧质量阻尼体系,

M1 =1kg,M2 =1kg,k1 =4000 N/m,k2 =
4000N/m,c1=0.8N·s/m,c2=0.8N·s/m,假设

振动过程中质量保持不变,分别考虑各参数线性慢

变、突变工况来模拟参数变化,第一层结构的刚度参

数k1 在3~8s退化25%;相对应的阻尼参数c1 分

别在3~8s增加25%;k2、c2 在10s时相应退化了

12.5%、25%。 采样频率fs =50Hz,点数 Nt =
1001,以 高 斯 白 噪 声 作 为 输 入 激 励,采 用 四 阶

Runge-Kutta法对运动方程进行迭代响应求解。为

讨论不同因素对参数识别精度的影响,定义参数识

别的平均绝对误差:

MAPE=
1
N∑

N

i=1

|pi-pi|
pi

 (14)

其中:pi 为理论值;pi 为识别值。

图2 两自由度弹簧质量阻尼体系模型

Fig.2 A2DOFspring-mass-dampingmodel

3.1 分解尺度的选取

根据识别原理,对待时变参数进行小波展开之

前,首先确定分解层数的选取范围[Pmin,Pmax]。长

度为Nt 的信号,由小波分解理论可知,P=log2Nt

为信号的完全分解层数。由式(13)使方程有最小

二乘伪逆解的最大的小波重构层数Pmin 为

Pmin=ceil(1+lnq) (15)
式中:q为每层识别参数的个数。对于Pmax的选择,
参考文献[15]有:

N
lnN ≤2Pmax ≤

2N
lnN 

(16)

  每层要识别参数的个数q=2,根据式(15)、
(16),最小的小波重构层数为pmin=2,最大分解层
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数pmax∈min[8,9]。因此分解层数的选取范围p
∈ 2,8[ ] , 设 定 初 始 尺 度 空 间 Vj0 =-
ceil[log2(Nt)],Vj0 =-10,转化为分解尺度范围为

J∈ [-8,-3]。
图3为不同分解尺度下刚度、阻尼识别值与理

论值的识别效果图,在预先确立的分解尺度范围内

都能够准确地跟踪参数的变化趋势。由图4可知:
(1)不管是阻尼时变参数还是刚度时变参数,相对误

差均随分解尺度的增加而降低,识别精度越来越高。
当分解尺度增加到一定程度时,反而 MAPE增加,
对于阻尼参数来说小波系数太多可能导致信号的过

度拟合现象,阻尼识别时会出现震荡。(2)图4(a)
中刚度的识别精度要比图4(b)阻尼的识别精度高,
由于阻尼和刚度相差几个数量级,同时识别阻尼的精

度稍差 一 些。(3)线 性 慢 时 变 参 数 工 况 比 突 变

工况时变精度高,突变参数相对于线性慢变参数对分

图3 不同分解尺度时变参数识别值与理论比较

Fig.3 Comparisonbetweenidentifiedvaluesandtheoreticalvaluesoftime-varyingparametersindifferentdecompositionscales

图4 不同分解尺度下识别结果 MAPE 值

Fig.4 MAPEofidentificationresultsindifferentdecompositionscales
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解尺度的选择更加敏感。慢时变参数对分解尺度的

选择范围更广,如图4(a)、(b)中所示J=-3~-7
均能满足精度要求。通过大量的试算发现,待时变

参数的频率特性对分解尺度的选择有很大的影响。

3.2 验证对噪声的敏感性

考虑到实际测量过程中输出响应不可避免地

存在噪声影响,为验证该方法对噪声的抗干扰能

力,以第一层的时变参数k1(t),c1(t)为研究对象,

分别向输出响应数据中添加不同信噪比的高斯白

噪声模拟实测响应。高斯白噪声的特点是其频率

成分均匀分布在每一个频段,因此每个展开小波系

数中不仅携带了有用频率信息,而且携带了噪声频

率信息。为了消除噪声的干扰,在保证时变参数的

频段范围保留的情况下,尽可能用少的系数去表达

重构时变参数,因此采用J=-5分解尺度来讨论

其抗噪性能。

图5 不同信噪比的识别误差

Fig.5 ErrorofidentificationresultswithdifferentSNR

  图5所示,随着SNR 的减少识别误差越来越

大。相对于阻尼来说,刚度的识别抗干扰能力更强

一些,阻尼本身识别能力就稍差一些,再加之噪声的

影响,掩盖了真实的阻尼值。如表1所列,当SNR
=50dB时,阻尼的识别误差只能控制在10%以内;
刚度的识别精度非常高,当SNR=30dB,误差仍然

在1%以内。由此说明,在未经过任何去噪处理的

情况下,采用该方法时时变刚度参数的抗噪性能很

好,而时变阻尼参数对噪声很敏感,识别效果较差。
这是由于在一般的实际工程中,刚度远大于阻尼,刚
度变化时的高频能量泄露及噪声导致的刚度引起的

恢复力的变化比阻尼突变时高频能量泄露及噪声引

起的阻尼力变化要大,因此时变刚度识别的相对误

差要比时变阻尼的相对误差要小的多。

表1 不同信噪比的识别MAPE 值

Tabel1 MAPEofidentificationresultswithdifferentSNR

SNR 60 55 50 45 40 35 30
Ec 0.0414 0.0812 0.1442 0.2327 0.3958 0.7593 1.4369
Ek 0.0006 0.0008 0.0014 0.0021 0.0046 0.0073 0.0153

3.3 dbN 基函数的选取

1.1节中讨论的Daubechies系列小波基具有紧

支撑、正交归一以及较好的正则性等优点,不同的

N 值对应不同dbN 系列的小波基函数。以下讨论

阶数基函数的选取、分解尺度与阶数N 对识别精度

的关系。
从图6中可以看出,当固定某一分解尺度时,不

同阶数的小波识别精度有一定的影响,但影响不是

很大。J=-6~-3的大部分的尺度范围内,阻尼

识别相对误差值几乎都集中在0~0.005[图6(a)],

识别精度相差不大,而刚度的识别误差更是如此,如
图(b)所示;分解尺度与阶数N 的存在一定联系,为
了保证识别精度,N 的阶数可以选择的较小一些或

当分解尺度较小时,可以采用较高的阶数 N。另

外,小波基函数的选择并不是影响识别精度的主要

因素,不同dbN 仍然遵循随着分解尺度的增加识别

精度越来越高的整体趋势。

3.4 采样频率的影响

由1.2节小波多分辨率分析理论和分解尺度的

选取原则式(16)、(17)可知,分解层数p 确定时(即
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图6 识别误差与不同分解尺度、不同dbN 之间的关系

Fig.6 ErrorofidentificationresultswithdifferentJanddbN

分解尺度J 确定),小于p 层的小波系数将被忽略,
剩下部分系数重构得到信号的最高频率为:

fmax=fmax/2p-1 (17)
其中:fmax为原时变参数的最高频率。在分解层数p
确定时,如果时变参数的频率成分相对较高,可以通

过提高采样频率来弥补小于p 层被忽略的小波系数

所占的高频成分,以提高时变参数的识别精度。如算

例1所示,第二层的k2(t)为:

k2(t)=
4000×[1+0.005sin(0.2πt)]

4000×[1+0.005sin(πt)]{
其余参数同算例1相同,假设都采用相同的分解

尺度J= -6,采样频率fs分别为25Hz、50Hz时进

行识别。
由图7可 知,当 采 样 频 率 fs=25Hz,采 用

J=-6进行分解时,根据多分辨率分析理论,包含

0.39~12.5的频段范围内的信息的小波系数被忽略,

k2(t)中谐波震荡的0.5Hz高频成分并没有识别出

来;当fs=50Hz时,包含0.78~12.5频率成分小波

图7 不同采样频率识别k2(t)的结果

Fig.7 Identificationresultsofk2(t)atdifferentfs

系数被忽略,去掉该部分系数并不影响参数的识别精

度,0.5Hz的频率成分很准确地识别出来,与理论值

相接近。

4 结论

本文通过数值分析针对突变、线性慢变以及谐波

快变的时变参数进行识别,分析了基于Daubechies小

波多分辨率展开的时变参数辨识方法,以及影响参数

识别鲁棒性的各个因素。
(1)在预先确立的分解尺度范围内都能够准确

地跟踪参数的变化趋势,识别精度随着分解尺度的增

加而增加;刚度参数的识别精度要比阻尼参数的识别

精度高。
(2)待时变参数的频率特性对分解尺度的选择

有很大影响,线性慢时变参数工况比突变工况时变精

度高,突变参数相对于线性慢变参数对分解尺度的选

择更加敏感。
(3)在未经过任何去噪处理的情况下,采用该方

法时时变刚度参数的抗噪性能很好,而时变阻尼参数

对噪声很敏感,识别效果较差些。
(4)对某一待识别时变参数,在相同的分解尺度

条件下,情况允许的条件可以提高采样频率以提高参

数识别精度。
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