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摘要：利用邓肯－张模型进行参数反演时，不同的参数反演策略会存在不适定问题。结合参数反演的

函数图形分析，指出在邓肯－张模型参数反演的过程中，基于φ反演Ｅｔ，基于ｃ反演Ｅｔ，基于ｃ，φ反

演Ｅｔ 时都会存在两种不适定问题。基于函数导 数 分 析 方 法，结 合 莫 尔－库 仑 准 则 表 达 式，解 释 邓

肯－张模型参数反演产生两种不适定问题的原因，并提出消除方法。结果表明，邓肯－张模型参数的

表达式是产生两种不适定问题的根源。
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０　引言

岩 土 工 程 的 参 数 反 演 分 析 过 程 存 在 不 适 定 问

题。不适定问题主要是指解的存在性、唯一性和稳

定性等性质［１］。不同的反演策略会导致岩土工程参

数反演过程产生不适定现象［２－４］。岩 土 工 程 参 数 反

演一般采用 传 统 的 正 演 分 析 与 最 优 化 相 结 合 的 方
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法，即 所 谓 的 正 反 分 析 法。邓 肯－张 本 构 模 型［５］是

Ｄｕｎｃａｎ等在Ｋｏｎｄｎｅｒ建议的土体应力应变双曲线

方程的基础上提出的非线性弹性模型，称为双曲线

模型。为克服取样扰动和测试误差所导致的参数精

度低以及土体离散性和随机性所导致的样本代表性

差等问题，应用时一般基于原型观测值进行参数反

演［６－１０］。文献［６］基于最优化方法对邓肯－张模型的

参数进行了反演和分析，在反演计算中选取ｋ、ｎ、Ｇ
作为待确定的参数。文献［７］认为有无数种ｃ，φ，Ｒｆ
组合可 以 保 证ＲｆＳ（破 坏 比Ｒｆ 与 应 力 水 平Ｓ的 乘

积）取值不变并获得相同的切线变形模量Ｅｔ 和切线

泊松比ｖｔ，从而导致满足反演目标函数获得相同最

小值的参数组合出现不唯一性。实际上，当基于非

线性最小二乘原理来反演邓肯 －张模型参数时，会存

在两种不适定问题［１１］：第一种不适定性是指由于算

法本身的不适定性，所选算法找不到收敛序列收敛

到目标函数，比如牛顿迭代法；第二种不适定性是指

在某些算法下，目标函数Ｅｔ 的值相差较小时会引起

反演参数ｃ，φ的 巨 大 变 化，即 相 差 甚 远 的 不 同ｃ，φ
值却对应了近似相等的Ｅｔ 值，或者是存在不相等的

ｃ，φ取值却 对 应 相 等 的Ｅｔ 值。对 于 以 实 测 变 形 与

计算变形量符合最小二乘原则作为终止收敛条件的

反演算法来说，由于反演的数学模型不完全适合问

题的解决，比较容易产生第二种不适定性问题。
本文主要从土体邓肯 －张本构模型切线变形模量

Ｅｔ 的函数表达式出发，分析不同策略反演Ｅｔ 时存在

的不适定问题。基于函数导数性质分析，结合莫尔－
库仑准则，解释邓肯－张模型参数反演产生两种不适

定问题的原因，并给出消除不适定的方法。

１　邓肯－张非线性弹性模型

邓肯－张本构模型切线变形模量表达式为［１２］：

Ｅｔ＝Ｋ·ｐａ（σ３ｐａ
）ｎ　１－Ｒｆ

（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ［ ］φ

２

（１）
式中包 括 Ｋ、ｎ、φ、ｃ、Ｒ五 个 材 料 参 数。切 线 泊 松

比：

ｖｔ＝
Ｇ－Ｆｌｇ（σ３ｐａ

）

（１－Ａ）２
（２）

式中，Ａ为与ｃ、φ、Ｒｆ 等参数相关的变量，其中

Ａ＝
（σ１－σ３）Ｄ

Ｋｐａ（σ３ｐａ
）ｎ（１－ＲｆＳ）

（３）

Ｓ＝
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ

（４）

　　在切线泊松比式中引入了Ｇ、Ｆ、Ｄ 三个材料参

数。式（１）～（４）中，Ｅｔ 为土体切线弹性模量；υｔ 为

切线泊松比［１２］；Ｓ为应力水平；ｃ，φ，ｋ，Ｒｆ，ｎ，Ｇ，Ｆ，Ｄ
为模型参数。其中，ｃ为土体黏聚力；φ为土体内摩

擦角；Ｒｆ 为破坏比。定义［１２］

Ｒｆ＝
（σ１－σ３）ｆ
（σ１－σ３）ｕｌｔ

（５）

　　根据莫尔 －库仑强度准则，有

（σ１－σ３）ｆ＝２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ１－ｓｉｎφ
（６）

从而有

Ｒｆ＝ ２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）ｕｌｔ

（７）

　　文献［７］认为对于邓肯 －张模型，若待反演的参

数中同时包含了ｃ，φ，Ｒｆ，则计算的收敛性对参数初

值十分敏感，易出现计算失败的情况。并说明对于

任一特定的应力状态，有无数种ｃ，φ，Ｒｆ 组合可以保

证ＲｆＳ取值不变并获得相同的切线变形模量Ｅｔ 和

切线泊松比ｖｔ，从而导致满足反演目标函数获得相

同最小值的参数组合出现不唯一性，即产生参数反

演的不适定问题。
实际上，得到上述结论并不需要像文献［７］那样

复杂的推理。现将式（７）乘以式（４）后，得到：

ＲｆＳ＝ ２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）ｕｌｔ

×

　　
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ

＝

（σ１－σ３）
（σ１－σ３）ｕｌｔ　　

（８）

式中，ＲｆＳ的取值取决于（σ１－σ３）和（σ１－σ３）ｕｌｔ的比

值。当土样的应力应变曲线近似于双曲线关系时，
则往往是根据一定应变值（如ε１＝１５％）来确定土的

强度（σ１－σ３）ｆ，而不可能在试验中使ε１ 无 限 大，以

求取（σ１－σ３）ｕｌｔ［１２］。如果（σ１－σ３）ｕｌｔ的值已经确定，
则ＲｆＳ的取值决定于（σ１－σ３），如此，ｃ，φ的任何取

值不会改变ＲｆＳ的值。
邓肯 －张双曲线模型共计有八个参数，即Ｋ，ｎ，

φ，ｃ，Ｒｆ，Ｇ，Ｆ，Ｄ。假如上述参数均在反演分析中确

定，则会影响计算结果的稳定性。然而本文在反演

分析过程中发现，对于切线变形模量Ｅｔ 的反演，不

同的反演策略会呈现不适定问题的不同特征。
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２　参数反演的两种不适定问题

２．１　基于φ反演Ｅｔ 的不适定问题

先讨论基于取值φ不同的情形下，固定Ｋ、ｎ、ｃ、

Ｒｆ 来 反 演Ｅｔ 的 不 适 定 问 题。Ｋ、ｎ、ｃ、Ｒｆ 分 别 为

１７０、０．７６、３０、０．７６，取σ１＝３００ｋＰａ，σ３＝１００ｋＰａ，

ｐａ＝１００ｋＰａ，φ反 演 取 值 范 围 为１°～４９°。其Ｅｔ－φ
关系见图１。由于Ｅｔ 数值较大，考虑工程上常用的

对数值来表示后，ｌｇＥｔ－φ的关系见图２。

图１　Ｅｔ－φ关系

Ｆｉｇ．１　Ｅｔ－φｒｅｌａｔｉｏｎ

图２　ｌｇＥｔ－φ
Ｆｉｇ．２　ｌｇＥｔ－φ

　　从图１可 知，当φ＝１６°时，Ｅｔ 取 最 小 值９．７３９
７９。图１和图２均显示，在１６°左右两侧存在两个相

差不大的Ｅｔ 值，而其对应的φ值却相差甚远，表明

存在解的稳定性和唯一性的不适定问题特征，也即

第二种不适定问题。而在基于变形量的路基沉降反

演分析过程中，基于有限元或有限差分计算时，由于

数值计算过程中存在各种误差，两个相差不大的Ｅｔ
值所计算得到的沉降量常常近似相等，即相差甚远

的两个不同φ值对应近似相等的计算沉降量。

　　图１中的曲线出现明显的局部极值，故其导数

也应会出现正负符号的改变。Ｅｔ 关于φ的导数为：

Ｅｔ
φ

＝２　Ｋ·ｐａ（σ３ｐａ
）ｎ　１－Ｒｆ

（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ

烄

烆

烌

烎
φ
×

Ｒｆｃｏｓφ（σ１－σ３）（２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ）
（２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ）

２

烄

烆
＋

Ｒｆ（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）（－２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ
（２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ）

烌

烎
２

（９）

图３　Ｅｔ－φ的导数曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｅｔ－φ

　　图３显示，Ｅｔ
φ

值在φ＝１６°左右发 生 正 负 符 号

上的改变。由于数值迭代法，如牛顿迭代法ｘｎ＋１＝

ｘｎ－ｆ
（ｘｎ）

ｆ′（ｘｎ）
中，其每一步迭代都需计算导数值，即都

是基于导数的迭代，当导数符号上发生改变时，迭代

数值会产生剧烈变动。因此，第一种不适定性特征

就有可能出现，即找不到收敛序列收敛到所选算法

的目标函数。

２．２　基于反演的不适定问题

基于ｃ取 值 不 同，固 定 Ｋ、ｎ、φ、Ｒｆ 来 反 演Ｅｔ
时，取Ｋ、ｎ、φ、Ｒｆ 分 别 为１７０、０．５５、２０、０．７８，取σ１
＝３００ｋＰａ，σ３＝１００ｋＰａ，ｐａ＝１００ｋＰａ。ｃ值反演取

值范围为１～６０ｋＰａ，其Ｅｔ－ｃ关系见图４。ｌｇＥｔ－ｃ关

系见图５。

图４　Ｅｔ－ｃ关系

Ｆｉｇ．４　Ｅｔ－ｃ　ｒｅｌａｔｉｏｎ

图５　ｌｇＥｔ－ｃ
Ｆｉｇ．５　ｌｇ　Ｅｔ－ｃ

　　 图 ４ 中，当ｃ＝１８ｋＰａ 时，Ｅｔ 取 最 低 值

０．２７５　９５８。由Ｅｔ－ｃ曲线的形状知存在第二种不适
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定问题，即Ｅｔ 值变化不大，却对应相差极大的ｃ值。

Ｅｔ 关于ｃ的导数为：

Ｅｔ
ｃ ＝４　Ｋ·ｐａ（σ３ｐａ

）ｎ（１－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃ　ｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ）

）×

（Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
（２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ）

２ｃｏｓφ）　　　 （１０）

　　图６显示，Ｅｔ
ｃ

值在ｃ＝１８左右产生正负符号上

的改变。对于某些迭代法将使得迭代过程变得不稳

定，找不到收敛序列收敛到目标函数，从而出现第一

种不适定问题。

图６　Ｅｔ－ｃ的导函数曲线
Ｆｉｇ．６　Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｅｔ－ｃ

２．３　基于ｃ，反演Ｅｔ 的不适定问题

基于ｃ，φ反演Ｅｔ 时，固定Ｋ、ｎ、Ｒｆ 三个材料参

数为１７０、０．５５、０．７８，取σ１＝３００ｋＰａ，σ３＝１００ｋＰａ，

Ｐａ＝１００ｋＰａ。ｃ取值４～４５ｋＰａ，φ取值１５°～３２°，
考察不同ｃ、φ对应的Ｅｔ 函数曲线，见图７。

　　图７中，随着φ值的不同（φ＝［１５°～３２°］），ｃ在

４～４５ｋＰａ范 围 内，Ｅｔ－ｃ曲 线 形 状 也 不 相 同。当φ
＝［１５°～２３°］时，Ｅｔ－ｃ曲线存在局部极 小 点。其 他

φ值的Ｅｔ－ｃ曲线中，Ｅｔ 随ｃ的增大而增大。在φ＝
［１５°～２３°］时，明显存在两个相等的Ｅｔ 值对应于不

等的ｃ值，即出现第二种不适定问题特征。另外，由
于在反演分析计算中ｃ、φ的取值会不断调整，在调

整的过程中如果恰巧在Ｅｔ 出现局部极值的情况，则
一般的数值迭代算法难以继续下去，即出现第一种

不适定问题。

２．４　基于Ｋ、ｎ、Ｒｆ 反演Ｅｔ 的不适定问题

基于Ｋ、ｎ、Ｒｆ 反演Ｅｔ 时，ｃ，φ材料参数固定不

变。单独 考 察 Ｋ·ｐａ（σ３ｐａ
）ｎ 这 项，Ｋ、ｎ取 值 为 正

且 均 大 于０，（σ３ｐａ
）ｎ为σ３

ｐａ
的 指 数 函 数，它 是 定 义 在

图７　各φ值对应的Ｅｔ－ｃ曲线
Ｆｉｇ．７　Ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　Ｅｔ－ｃ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｔｏ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖａｌｕｅ　ｏｆφ

实数域上的单调、下凸、无上界的可微正值函数。故 Ｅｔ 是关于Ｋ、ｎ的单调函数。Ｅｔ 关于破坏比Ｒｆ 的
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导数为

Ｅｔ
Ｒｆ＝－

２　Ｋ·ｐａ（σ３ｐａ
）ｎ（１－Ｒｆ

（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ

）×

（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
（２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ）

２ （１１）

令 （１－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ

）＝０，则 Ｒｆ ＝

２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）

，当Ｒｆ＞
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）

时，

Ｅｔ
Ｒｆ＜０

；当Ｒｆ＜
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）

时，Ｅｔ
Ｒｆ＞０

。由

于ｃ，φ已 经 固 定，故 ２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎφ（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
值 也 固 定。

式（１１）表明，当利用不利的ｃ，φ取值组合对Ｒｆ 进行

反演时，反演过程有可能出现Ｒｆ 的不同值使得Ｅｔ
Ｒｆ

的正负符号在反演过程中出现变动的情形，从而导

致产生两种不适定问题。

３　产生不适定问题的原因分析

邓肯－张模型的推导过程中，对于Ｅｔ 公式，利用

了 莫 尔 －库 仑 准 则。 考 察 其 表 达 式 中

１－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ［ ］φ

２

这 一 项，其 随 内 摩 擦

角φ变化的函数图形见图８。

图８　 １－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅φ

２

－φ曲线

Ｆｉｇ．８　Ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　１－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅φ

２

－φ

　　图８中 １－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ［ ］φ

２

与φ值关

系中，存在一个极小点。在极小点两侧，函数的单调

性质相反，左侧为单调减少，右侧为单调增加。

实际 上，由 于 １－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ［ ］φ

２

为

关于ｃ、φ、Ｒｆ 的平方函数，由平方函数的单调性质可

以解释，当邓肯 －张模型参数反演策略中包含了ｃ、

φ、Ｒｆ 这三项中的任意一项时，Ｅｔ 表达式的结构导致

了反演过程会存在两种不适定问题。

４　消除不适定问题的方法

实际应用中，当采用实测沉降与计算沉降的最

小二乘残差平方和最小来反演邓肯－张模型参数时，
参数反演的两种不适定问题将更加明显。例如路基

沉降反演过程中，一般采用有限元法、有限差分法等

数值方法，结合邓肯－张本构模型来计算沉降量。这

个过程中值得注意的是，切线弹性模型Ｅｔ 值的细微

改变对计算沉降量的数值大小几乎毫无影响。诸多

文献研究的利 用 邓 肯－张 模 型 反 演 沉 降 量 时 参 数 的

敏感性，就表明在目前的岩土工程计算方法中第二

种不适定问题是普遍存在的，即相差甚远的不同ｃ，

φ值却对应了近似相等的Ｅｔ 值，或不相等的ｃ，φ取

值对应相等的Ｅｔ 值，而近似相等的两个Ｅｔ 值对实

测沉降与计算沉降的最小二乘残差平方和却没有多

大影响。研究消除不适定问题的方法，有助于更好

地分析实测沉降与计算沉降之间的联系。
对于单参数φ和ｃ的反演，可以先 确 定 单 参 数

取值区间内的Ｅｔ 变化曲线，根据变化曲线确定参数

的反演区间。如 在２．１节 中，可 以 在 区 间φ∈［１，

１６］和φ∈［１６，５０］内单独进行反演；２．２节中，可以

在ｃ∈［１，１８］和ｃ∈［１，１８］内 单 独 进 行 反 演。如 果

反演后两个区间均有满足要求的参数取值，就可以

结合试验结果或地区经验确定邓肯张模型参数的

反演取值。当然，如果事先已经知道参数位于哪个

区间，则整个反演过程变得更简单。
对于双参数反演或多参数反演，涉及到多元函

数的极值问题，情况比较复杂。本文给出一种双参

数反演的适定方法。如图７所示，根据邓肯 －张模型

试验结果先确定φ的大致取值范围，再对φ的每一

个可能取值，绘制Ｅｔ 关于ｃ的曲 线 形 状，从 曲 线 形

状上确定ｃ，φ反演的稳定区间。此方法由于计算量

比较大，需借助计算机编程实现，多参数反演的不适

定性消除方法比较复杂。

５　结论

本文就邓肯－张 模 型 参 数 反 演 存 在 的 不 适 定 问

题进行了详细分析，得出以下结论。
（１）基于φ反演Ｅｔ，基于ｃ反演Ｅｔ，基于ｃ，φ反

演Ｅｔ 两种策略，都会存在第一种不适定和第二种不

适定问题；
（２） 邓 肯－张 模 型 Ｅｔ 表 达 式 部 分 项
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１－Ｒｆ
（１－ｓｉｎφ）（σ１－σ３）
２ｃｃｏｓφ＋２σ３ｓｉｎ［ ］φ

２

为 平 方 函 数，平 方 函

数一般 具 有 局 部 对 称 或 反 对 称 性 质，由 于 部 分 项

Ｋ·ｐａ（σ３ｐａ
）ｎ 不改变Ｅｔ 函数的局部对称或反对称性

质，即在对称轴的两侧存在不同ｃ，φ值，其Ｅｔ 值相

等。
（３）可以从分析反演目标函数对参数的导数入

手，确定参数反演的适定区间范围，以消除问题的不

适定性。当在不适定区间内反演参数时，需要结合

土工试验结果 和 地 区 经 验 确 定 邓 肯－张 模 型 参 数 的

反演值。
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