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考虑挤土效应时楔形桩纵向振动阻抗研究①

吴文兵,谢帮华,黄生根,徐学连
(中国地质大学(武汉)工程学院,湖北 武汉430074)

摘要:基于复刚度传递多圈层平面应变模型,研究考虑桩周土挤土效应时成层地基中楔形桩的纵向

振动问题。首先根据桩周土体的纵向成层情况并考虑楔形桩的变截面特性,将桩土系统沿纵向划

分为有限个微元段,对每个微元段的桩周土体建立复刚度传递多圈层平面应变模型,并通过剪切复

刚度递推方法求得桩周土作用在桩身的剪切复刚度;然后将求得的剪切复刚度代入桩身纵向振动

控制方程,运用Laplace变换技术和阻抗函数递推方法,推导得到考虑桩周土挤土效应时成层地基

中楔形桩纵向振动时桩顶复阻抗的解析解;最后,采用参数研究方法在低频范围内分析挤土效应对

桩顶复阻抗的影响及其规律。
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VerticalDynamicImpedanceofTaperedPilesConsideringCompactingEffects

WU Wen-bing,XIEBang-hua,HUANGSheng-gen,XUXue-lian
(FacultyofEngineering,ChinaUniversityofGeosciences,Wuhan430074,Hubei,China)

Abstract:Onthebasisofthecomplexstiffnesstransfermodel,theverticalvibrationoftapered
pilesembeddedinlayeredsoilistheoreticallyinvestigatedbyconsideringthecompactingeffectof
thesoillayersurroundingthetaperedpileinthepilingprocess.First,thepile-soilsystemis
discretizedintofinitesegments,whichallowsforthestratificationofthesurroundingsoiland
variablecross-sectionsofthetaperedpiles.Sincethecomplexstiffnesstransfermodelhasthe
abilitytosimulatethecompactingeffect,thecomplexstiffnessofvarioussoilsegmentsinaddi-
tiontothoseofthetaperedpilesisobtained.Theanalyticalsolutionofthecompleximpedanceof
thetaperedpilesunderlongitudinalexcitationforceisthenderivedbysubstitutingthecomplex
stiffnessintotheverticaldynamicgoverningequationofthetaperedpileandusingtheLaplace
techniqueandimpedancefunctiontransfermethod.Finally,theinfluenceofthecompactingeffect
ofthesurroundingsoiloncompleximpedanceatthepileheadisinvestigatedwithinthelow-
frequencyrangeusingtheparametricstudymethod.
Keywords:taperedpile;compactingeffect;verticalvibration;impedance;complexstiffness;
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0 引言

静压桩的挤土效应一直是岩土工程界长期关注

的问题,国内外众多学者从两个方面对该问题进行

系统的研究。一方面是研究静压桩挤土效应位移场
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的发展过程及土参数对位移场发展过程的影响,如:

Randolph等[1-2]对压桩引起桩周土的变形进行了观

测;罗战友等[3]指出沉桩的挤土效应与桩土相互作

用面的性质密切相关;鹿群等[4]指出静压桩挤土效

应实际上是压桩机竖向压力和桩受压沉入土两者综

合作用的结果;徐建平等[5]利用模型试验得到了沉

桩过程中土体位移随水平和深度方向的变化规律;
龚晓南等[6]对饱和软黏土中进行静力压桩所涉及的

几个力学问题进行分析,提出了进一步研究这一问

题的合理方法;罗战友等[7]讨论了桩-土界面不同摩

擦情况对沉桩产生位移场的影响。另一方面是评估

静压桩挤土效应对桩基承载力和沉降的影响,如:彭
劼等[8]通过考虑土体非线性性质修正了现有的荷载

传递函数解法;张雪松等[9]指出桩周地基土的再固

结作用将导致桩基产生较大的沉降。上述研究成果

表明,挤土效应对桩基周围环境和桩基自身承载特

性都具有显著的影响,彻底弄清其影响规律对地基

工程建设有重大的现实意义。
近年来,楔形桩因其良好的承载特性受到了广

泛关 注,众 多 学 者 分 别 采 用 现 场 试 验 和 模 型 试

验[10-11]、理论研究[12-13]及数值分析[14]等方法对其承

载特性进行了大量的研究,但对楔形桩成桩过程产

生的挤土效应的研究仍相当少,现有文献中仅有何

杰等[15]采用室内模型试验研究了楔形桩压桩过程

中挤土效应对地表隆起的影响规律,关于挤土效应

对楔形桩动力特性影响的研究则相对较少。在现有

桩土纵向耦合振动研究成果中,通常将桩假定为圆

形等截面有限长桩[16]、变截面阻抗桩[17]以及圆形

等截面黏弹性桩[18],而对楔形桩这种桩身截面沿深

度连 续 变 化 情 况 的 研 究 相 对 较 少,仅 有 吴 文 兵

等[19]、蔡燕燕等[20]对楔形桩的振动特性进行了初

步探索。对于桩与桩周土相互作用模型方面,主要

有较 简 单 的 动 态 Winkler模 型[21]、平 面 应 变 模

型[22-23]、不考虑桩周土体径向位移的桩土耦合模

型[24]及考虑桩周土三维波动效应的严密耦合模

型[25]。近年来,基于桩的成桩效应,国内外众多学

者提出并发展了桩周土体径向非均匀模型[26-27]。尽

管现有研究成果关于桩土纵向耦合振动的研究已经

相当丰富,但对于楔形桩这种必须考虑挤土效应的

特殊桩型的桩土纵向耦合振动的研究却相对较少。
为推广楔形桩在工程中的应用,本文采用王奎

华等[27]提出的复刚度传递多圈层平面应变模型来

描述楔形桩周土挤土效应产生的径向非均匀性,求
得考虑挤土效应时成层地基中楔形桩桩顶复阻抗的

解析解,并讨论其变化规律。

1 数学模型

1.1 计算简图

在土体为平面应变模型的条件下考虑成桩时的

挤土效应,对成层地基中黏弹性支承楔形桩的纵向

振动问题进行研究。桩土系统相互作用模型如图1
所示,桩顶作用任意简谐激振力为Q(t)。对楔形桩

采用文献[19]给出的建模过程进行建模,其中,第j

微元段桩的半径为rj=rp+
H
m
(j-1)tanθ,式中

H、θ和rp 分别为楔形桩的桩长、楔角及桩端截面

半径,第j微元段桩材料密度、弹性纵波波速及截面

面积分别表示为ρPj、VPj和APj。每一微元段内桩

材料为均质,当微元段数量划分足够多时,楔形微元

段可以近似看成圆柱体,并能满足计算精度的要

求[19]。

1.2 桩周土挤土效应的理论模型

楔形桩成桩时桩周土层被扰动挤密,可能会加

强靠近桩身部分土体的剪切模量,也可能使得土体

密实度发生变化,产生挤土效应,形成土体的径向非

均匀特性。本文采用复刚度传递多圈层平面应变模

型描述成桩后的土体径向非均匀性,具体思路为:将
桩周土体分为两大区域,一是靠近桩身区域(下文称

作内部区域),该区域厚度用b 表示,受楔形桩的挤

土效应影响,土体性质随距离桩中心远近而发生变

化;二是远离桩身区域(下文称作外部区域),该区域

不受桩的挤土效应影响,土体性质均匀。然后再将

内部区域由内到外划分为n 个土体切变模量和密

实度渐变的同心圆圈层来描述土体的径向非均匀

性,在每个小圈层内土体性质均匀。将同心圆圈层

依次标识为1,2,…,k,…,n,圈层外边界对应的半

径依次标识为bj,1,bj,2,…,bj,n。当处于圈层中心

的楔形桩受到竖向激励时,土体也会随桩一起产生

竖向振动。桩周土对楔形桩产生的剪力用土体剪切

复刚度来描述。利用复刚度传递多圈层平面应变模

型,可以得到第j微元段楔形桩身侧壁处土体复刚

度Kj,1。

1.3 各有关边界条件

(1)楔形桩为黏弹性、竖直、圆形变截面锥体,
桩的截面半径随深度均匀变小;

(2)桩周土为黏弹性材料,桩周土与楔形桩完

全连续接触,楔形桩端部为黏弹性支承边界;
(3)桩周土体径向无限延伸,土层上表面为自
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图1 计算模型

Fig.1 Calculatingmodel

由边界,底部为黏弹性支承边界;
(4)桩土接触面上,土体动应力通过剪切复刚

度传递给桩。

2 桩土耦合振动方程及求解

2.1 土体纵向振动方程及求解

根据Novak等[22-23]1978年提出的土体纵向振

动时的平面应变模型,可得简谐振动情况下桩身周

围土体中第j微元段第k圈层内土体动力方程为:

r2
d2Wj,k

dr2 +r
dWj,k

dr -β2j,kr2Wj,k =0 (1)

式中:βj,k=
iω

vSj,k 1+iDSj,k

,其中vSj,k 为土体剪切

波速,且满足vSj,k= GSj,k/ρSj,k,ρSj,k、GSj,k、DSj,k、

Wj,k=Wj,k(r)分别为第j 微元段第k 圈层土体质

量密度、切变模量、材料阻尼和土体纵向振动的位移

幅值;ω 为振动圆频率,ω=2πf,f 为常规意义上的

频率;i= -1为虚数单位。
求解(1)可得:

Wj,k(r)=Aj,kK0(βj,kr)+Bj,kI0(βj,kr) (2)
式中:I0(βj,kr)和K0(βj,kr)分别是零阶第一类和第

二类修正Bessel函数;Aj,k和Bj,k是由边界条件决

定的复常数。
(1)外部区域

由于外部区域不受挤土效应的影响,土质均匀,
根据式(2)可得第j 微元段外部区域任意一点的土

体位移幅值为:

Wj,n(r)=Aj,nK0(βj,nr)+Bj,nI0(βj,nr) (3)
式中:Aj,n和Bj,n是由外部区域边界条件决定的复

常数。利用水平无穷远处土体位移衰减为0,可得:

Bj,n=0。第j微元段楔形桩内、外部区域分界面任

意一点的土体竖向剪切复刚度可以表述为单位位移

所对应的剪切力,可表达为[27]:

Kj,n =
-2πbj,nτj,n(bj,n)

Wj,n(bj,n)
=     

2πbj,nG*
Sj,nβj,nK1(βj,nbj,n)/K0(βj,nbj,n) (4)

式中:βj,n=
iω

vSj,n 1+iDSj,n

,vSj,n为第j微元段外部

区域土体剪切波速;G*
Sj,n=(1+iDSj,n);K1(βj,n

bj,n)为一阶第二类修正Bessel函数。
(2)内部区域

假设第j微元段第k圈层的外边界处(r=bj,k)
的竖向剪切复刚度已知,记为Kj,k。需要求解的是

内边界处(r=bj,k-1)的竖向剪切复刚度Kj,k-1。首

先,利用剪切复刚度定义可得Kj,k:

Kj,k=
2πbj,kβj,kG*

Sj,k Aj,kK1(βj,kbj,k)-Bj,kI1(βj,kbj,k)[ ]

Aj,kK0(βj,kbj,k)+Bj,kI0(βj,kbj,k)
(5)

式中:Aj,k、Bj,k均为第j 微元段第k 圈层的待定常

数;I1(βj,kbj,k)为一阶第一类修正Bessel函数。将

式(5)进行变形可得:

Aj,k

Bj,k
=
2πbj,kβj,kG*

Sj,kI1(βj,kbj,k)+Kj,kI0(βj,kbj,k)
2πbj,kβj,kG*

Sj,kK1(βj,kbj,k)-Kj,kK0(βj,kbj,k)
(6)

  同样,利用剪切复刚度定义可得Kj,k-1:

Kj,k-1=               
2πbj,k-1βj,kG*

Sj,kAj,kK1(βj,kbj,k-1)-Bj,kI1(βj,kbj,k-1)[ ]

Aj,kK0(βj,kbj,k-1)+Bj,kI0(βj,kbj,k-1)
(7)

  将式(6)代入式(7)可得:

Kj,k-1=                  
2πbj,k-1βj,kG*

Sj,k Cj,kK1(βj,kbj,k-1)-Dj,kI1(βj,kbj,k-1)[ ]

Cj,kK0(βj,kbj,k-1)+Dj,kI0(βj,kbj,k-1)
(8)

式中:

Cj,k=2πbj,kβj,kG*
Sj,kI1(βj,kbj,k)+I0(βj,kbj,k)Kj,k

Dj,k=2πbj,kβj,kG*
Sj,kK1(βj,kbj,k)-K0(βj,kbj,k)Kj,k

{
(9)

  式(8)、式(9)就是复刚度传递多圈层平面应变

模型土层剪切复刚度的递推公式,利用这两个公式

采用 Matlab进行编程,可以计算得到任意圈层径向

非均匀条件下桩周土与楔形桩交界面处的剪切复刚

度Kj,0。

2.2 楔形桩纵向振动方程及求解

假设uj(z,t)为第j 微元段桩的纵向振动位

移,则第j微元段桩周土对该处桩身侧面单位面积
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作用力可表达为fj(z,t)=Kj,1uj(z,t),进一步可

得到第j微元段桩的纵向振动方程:

    
EPjAPj

􀆟2uj(z,t)
􀆟z2 +APjδPj

􀆟3uj(z,t)
􀆟z2􀆟t -     

  mPj
􀆟2uj(z,t)

􀆟t2 -fj(z,t)=0    (10)

式中:EPj、APj=πr2j、mPj、δPj 分别为第j微元段桩

的弹性模量、截面面积、单位长度桩身质量及桩材料

黏性阻尼系数。
桩顶及桩端处的边界条件为:

   
EPmAPm

􀆟um(z,t)
􀆟z +

é

ë
êê

 APmδPm
􀆟2um(z,t)

􀆟z􀆟t
ù

û
úú z=0=-Q(t)  (11)

   
EP1

􀆟u1(z,t)
􀆟z +δΡ1

􀆟2u1(z,t)
􀆟z􀆟t +

é

ë
êê

kbu1(z,t)+ηb
􀆟u1(z,t)

􀆟t
ù

û
úú z=H=0   (12)

式中:Q(t)为桩顶激振力;kb 为桩端土的支承刚度,

ηb 为桩端土的阻尼,分别根据 Lysmer和 Rich-

art[28]的模拟公式kb=
4ρbsV2

bSrp
(1-v)

、ηb=
3.4ρbsVbSr2p
(1-v)

计算,其中ρbs、VbS、v 和rp 分别表示桩底土的密度、
剪切波速、泊松比和楔形桩桩端截面半径。

相邻楔形桩微元段分界面两侧的桩身位移和截

面力满足连续条件,即:

uj(z,t)z=hj=uj+1(z,t)z=hj (13)

EPjAPj
􀆟uj(z,t)

􀆟z +APjδPj
􀆟2uj(z,t)

􀆟z􀆟t
é

ë
êê

ù

û
úú z=hj=

EP(j+1)AP(j+1)
􀆟uj+1(z,t)

􀆟z +AP(j+1)δP(j+1)
􀆟2uj+1(z,t)

􀆟z􀆟t
é

ë
êê

ù

û
úú z=hj

(14)

  桩顶动力作用开始时满足的初始条件为:

uj(z,t)t=0=0
􀆟uj(z,t)

􀆟t t=0=0
(15)

  结合式(15),对楔形桩动力平衡方程(10)进行

拉普拉斯变换并化简,可得:

V2
Pj(1+

δPj

EPj
s)

􀆟2Uj(z,s)
􀆟2z -    

(s2+
1

ρPjAPj
Kj,0)Uj(z,s)=0 (16)

式中:Uj(z,s)=Luj(z,t)[ ]=∫+∞-∞uj(z,t)e-stdt,
为uj(z,t)的拉普拉斯变换形式。VPj,ρPj分别为第

j段桩 的 一 维 弹 性 纵 波 波 速 和 材 料 密 度;EPj=

ρPjV2
Pj;s为拉普拉斯变换复参量,有s=iω。
式(16)的解为:

Uj(z,s)=Ejcos(􀭵λjz/lj)+Fjsin(􀭵λjz/lj)
(17)

式中:􀭵λj= -
(s2+

Kj

ρPjAPj
)t2j

1+
δPj

EPj
s

为无量纲特 征 值;

Ej、Fj 为由边界条件确定的待定系数。tj=lj/VPj

为弹性纵波在第j 段桩身内传播所需的时间,弹性

纵波在整个桩中传播所需的时间为Tc=∑
m

j=1
tj。

根据位移阻抗函数的定义(简谐激振力与简谐

位移响应的复数式之比)可得第j 微元段桩顶部(z
=hj)截面处的位移阻抗函数的解析表达式[25]:

ZPj z=hj=-
ρPjAPjVPj(1+

δPj

EPj
s)􀭵λjtan(􀭵λj -φj)

tj

(18)

式 中:φj =arctan
ZP(j-1)tj

ρPjAPjVPj
􀭵λj(1+

δPj

EPj
s)
,其 中

ZP(j-1)为第j-1微元段桩顶部的位移阻抗函数,可
结合阻抗函数的传递性由边界条件得到。

通过式(18)进一步递推得到第m 段桩顶部(即
楔形桩桩顶)位移阻抗函数:

ZPm z=hm=-
ρPmAPmVPm(1+

δPm

EPm
s)􀭵λmtan(􀭵λm -φm)

tm

(19)

式中:φm=arctan
ZP(m-1)tm

ρPmAPmVPm􀭵λm(1+
δPm

EPm
s)
。

桩顶复阻抗即桩顶复刚度,实部代表真实的动

刚度,反映在弹性系统下桩土系统抵抗纵向变形的

能力,虚部代表动阻尼,反映了应力波的能量耗散。
将复阻抗表示成如下的复数表达式:

ZPm =Kr+iCi (20)

3 参数影响分析及讨论

  为了突出研究挤土效应对楔形桩振动特性的影

响,将桩周土取为单层土,对于成层土中楔形桩的振

动情况,只需根据实际情况将桩周土取为成层土即

可。用于计算的楔形桩参数为:桩长为10cm,密度

为2500kg/m3,弹性纵波波速为4000m/s,桩端
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截面半径为rp=0.3m,材料阻尼的取值不会对同

一参数变化的规律产生影响,因此将桩的材料阻尼

取为δPj=0。已有研究结果表明,当楔形桩沿纵向

微元段划分数量 m=200[19]和纵向圈层数量n=
20[27]以上时,即可满足楔形桩纵向划分的精度要

求。因此,在后续分析中,楔形桩统一沿纵向等长度

划分200个微元段,沿径向划分为20个圈层。

3.1 挤土范围对桩顶复阻抗的影响

内部区域范围表示楔形桩成桩过程中受扰动挤

密的范围,具体与楔形桩设计参数、施工工艺及土质

类型等因素有关。因此,讨论挤土范围对桩顶复阻

抗的影响对楔形桩动力设计来说十分必要。计算参

数为:楔形桩楔角θ=2°,从外部区域到内部区域,
桩周土的剪切波速 从150m/s线 性 增 加 到200
m/s,桩周土密度为2000kg/m3,径向圈层划分数

n=20,内部挤土区域厚度b=0,0.05rp,1rp,1.5rp,

2rp,2.5rp。

  图2反映了在动力基础设计关注的低频范围

内,考虑桩周土挤土效应时桩周土挤土范围对桩顶

图2 挤土范围对桩顶复阻抗的影响

Fig.2 Influenceofcompactingrangeoncomplex
   impedanceatthepilehead

复阻抗的影响。由动刚度曲线可以看出,当挤土范

围较小时(本例挤土范围小于2rp),动刚度随着频

率的增加先是逐渐增大,当频率超过一定值后再逐

渐减小;当挤土范围较大时(本例挤土范围大于

2rp),动刚度随着频率的增加而逐渐增大。在较低

频率范围内,随着挤土范围的增大同一频率值的动

刚度也增大,当频率增大到一定值后,随着挤土范围

的增大同一频率值动刚度先减小后增大。由动阻尼

曲线可以看出,当频率超过5Hz后,动阻尼随着频

率的增加基本呈线性增加的趋势。随着挤土范围的

增大,同一频率值的动阻尼也逐渐增大,但增大的幅

度会相应减小。这说明随着挤土范围的增大,在桩

内传播的应力波的能量衰减越快。

3.2 挤土程度对桩顶复阻抗的影响

分析挤土程度对桩顶复阻抗的影响。计算参数

取为:楔 形 桩 楔 角θ=2°,桩 周 土 密 度 为2000
kg/m3,径向圈层划分数n=20,内部挤土区域厚度

b=rp。定义剪切波速比例系数q来反映挤土程度,

q为内部区域靠近桩身土体的剪切波波速与外部区

域剪切波速的比值,外部区域的剪切波速取为150
m/s,剪切波速比例系数q=1,1.2,1.4,1.6,1.8,2。

  图3反映了在动力基础设计关注的低频范围

图3 挤土程度对桩顶复阻抗的影响
Fig.3 Influenceofcompactingdegreeoncompleximpedance
   atthepilehead
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复阻抗的影响。由动刚度曲线可以看出,动刚度随

着频率的增加先是逐渐增大,当频率超过一定值后

再逐渐减小。在较低频率范围内,随着挤土程度的

增大同一频率值的动刚度也增大,当频率增大到一

定值后,会出现随着挤土程度的增大,同一频率值的

动刚度减小。由动阻尼曲线可以看出,当频率超过

5Hz后,动阻尼随着频率的增加基本呈线性增加的

趋势。随着挤土程度的增大,同一频率值的动阻尼

也逐渐增大,但增大的幅度会相应减小。这说明随

着挤土程度的增大,在桩内传播的应力波的能量衰

减越快。

4 结论

(1)当桩土系统振动频率在较低频范围内时,
可以通过增大桩周土挤土范围来提高桩土系统抵抗

纵向变形的能力。但当桩土系统振动频率增加到一

定值后,桩土系统抵抗纵向变形的能力随着挤土范

围的增大先减小后增大。在动力基础设计关注的低

频范围内,桩土系统抵抗纵向振动的能力随着挤土

范围的增大而增大。
(2)当桩土系统振动频率在较低频范围内时,

桩土系统抵抗纵向变形的能力随着桩周土挤土程度

的增大而增大,此时可通过增大桩周土挤土程度来

提高桩土系统抵抗纵向变形的能力。但当桩土系统

振动频率增加到一定值后,桩土系统抵抗纵向变形

的能力随着挤土程度的增大而减小。在动力基础设

计关注的低频范围内,桩土系统抵抗纵向振动的能

力随着挤土程度的增大而增大。
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