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非均匀 TI介质 P SV波传播交错网格
高阶有限差分数值模拟

黄翼坚
(长安大学地质工程与测绘学院, 陕西 西安 710054)

摘 要:给出了在非均匀横向各向同性( T I)介质情况下, 四阶时间精度、高阶空间精度的一阶速度

- 应力 P SV 波的波动方程交错网格有限差分解法。首先根据一阶速度(应力)波动方程把速度

(应力)对时间的一阶和三阶导数转换为应力(速度)对空间的导数,从而在使用四阶时间精度有限

差分格式计算某一时刻的波场时只需要前面两个时间步的波场值; 然后在空间上采用高阶有限差

分格式以提高数值模拟的精度。数值模拟结果和实测垂直地震剖面( VSP)记录符合得很好,说明

该方法是可行的。
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High order Staggered grid Finite Difference Numerical Modeling

for P SV Wave Propagation in Heterogeneous Transversely Isotropic Media

HUANG Yi jian
( Coll eg e of Ge olog y Eng ineering and Geomati cs , Ch an gan Univ e rsi ty , X i an 710054, China)

Abstract: A set of stag ger g rid f inite dif ference operat ions w ith 4 or der tempo ral accuracy and

high order spat ial accuracy to one order v elo city- st ress P SV wave equat ions is pr esented in het

erog eneous t ransversely iso tr opic ( TI ) media. F ir st using the one o rder v elo city- st ress P SV

wave equat ions, the f irst and thir d order temporal der iv at ives o f par ticle v elo city/ st ress are t rans

formed into spat ial deriv at ives of st ress/ par ticle velocity, thus only tw o fo rmer t ime step w ave

fields are needed to compute w ave f ields for the curr ent t ime step w ith the 4 order temporal accu

r acy f inite differ ente approx imat ion. Then the high o rder spatial f inite dif ference appro ximat ion is

used to improve numer ical modeling precise. H igh consistency betw een the modeling vert ical seis

m ic prof iles ( VSP) reco rds and the f ield ones demonst rates w ell feasibility o f the pr esent tech

nique.

Key words: Heterogeneous transversely isotropic media; P SV wave; Staggered grid; High order fi

nite difference; Numerical modeling

0 引言

一阶速度- 应力波动方程交错网格有限差分数

值模拟方法是一种非常有效的弹性波数值模拟方

法。该方法最早由 Madariaga
[ 1]
提出, 其优点是二

阶时间精度差分算子不需要对空间的微分。随后

Virieux
[ 2 3]
采用交错网格有限差分方法模拟 SH 和
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P SV 波 在非均 匀各向 同性介 质中 的传播;

Levander [ 4]又把该方法的空间有限差分精度提高到

四阶; Dai等 [ 5]给出了非均匀孔隙介质中速度- 应

力波动方程四阶空间精度有限差分弹性波模拟方

法。以上几种方法在空间上采用了高阶精度的有限

差分算子,但是其时间有限差分精度仍然是二阶的。

董良国等[ 6] 给出了一阶弹性波方程交错网格任意偶

数阶时间精度差分解法, 并考虑了各向异性, 但其给

出的四阶时间精度差分格式没有考虑弹性常数的空

间变化,因而理论上只适用于均匀介质的情况。王

秀明等 [ 7]利用高阶交错网格有限差分法模拟地震波

在非均匀孔隙介质中的传播; 裴正林和牟永光
[ 8]
研

究了非均匀介质中地震波传播的交错网格高阶有限

差分方法; 裴正林 [ 9]给出了三维双相各向异性介质

中弹性波传播的交错网格高阶有限差分模拟方法;

裴正林和王尚旭
[ 10]
给出了任意倾斜各向异性介质

中弹性波传播的交错网格高阶有限差分模拟方法。

这几种方法时间精度也是二阶的。

本文是在文献[ 6]给出的一阶弹性波方程交错

网格高阶差分解法基础上, 考虑了弹性常数和介质

密度的空间变化, 将该方法推广到非均匀 T I 介质

情况下的 P SV 波数值模拟, 给出了这种情况下四

阶时间精度、高阶空间精度的差分格式。同时保持

了该方法的优点,即在不增加内存的情况下, 可以选

择更大的空间步长, 从而提高数值模拟的效率。

1 一阶速度- 应力 P SV 波波动方程

的高精度差分近似

二维横向各向同性( T I)介质一阶速度- 应力

P SV 波波动方程(假设体力为零)为
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其中, ij 为应力; C ij 为弹性常数; V x 和V z 分别表示

弹性体中质点速度在 x 轴和 z 轴两个方向上的分

量; 为弹性体密度。在均匀各向同性介质的情况

下, C44 = C55 = C66 =  , C11 = C22 = C33 = !+ 2 ,

C12 = C13 = C21 = C23 = C31 = C32 = !,!和  为

Lam 常数。

1. 1 四阶时间精度差分近似

董良国等[ 6] 给出了一阶速度- 应力波动方程

2M 阶时间精度差分格式的构造方法, 并给出了均

匀 T I 介质四阶时间精度差分近似公式, 即不考虑

密度和弹性参数在空间上的变化。该方法比常规方

法频散小,在保证一定精度的情况下可以使用更大

的空间步长。但是由于实际介质往往是非均匀的,

或者是分层均匀的, 因此有必要将此方法推广到非

均匀介质的情况。下面在其工作的基础上给出非均

匀 T I 介质四阶时间精度的差分近似公式, 即在推

导的过程中考虑密度和弹性常数在空间上的变化。

若函数 f ( t) 具有直到 2M - 1 阶的导数,根据

T aylor 公式, 其 2M 阶时间精度的差分近似式可表

示为

f (t+
dt
2

) = f (t-
dt
2

)+ 2  
M

m= 1

1
( 2m - 1) !

(
dt
2

)
2m- 1
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f
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t

+ 0(dt
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) (2)

其中 dt为时间步长。当 M = 1时公式( 2) 即为传统

的二阶精度差分格式。用于交错网格数值模拟时,公

式(2) 中的函数 f ( t ) 对应为速度函数或应力函数。

由公式( 2)易知: 公式中时间偏导数项的阶数

都是奇数; ! 所用差分格式的精度越高,则公式中所

含时间偏导数项的阶数也越高, 此时在计算当前时

刻的速度(或应力)场时所需的速度(或应力)场对应

的时间步就越多。但是如果利用方程组( 1)中速度

与应力之间的关系, 可以将速度对时间的任意奇数

阶偏导数转嫁到应力对空间的偏导数上去,也可以

将应力对时间的任意奇数阶偏导数转嫁到速度对空

间的导数上去,这样在计算某个时刻的速度(应力)

场时只需两个时刻的速度(或应力)场, 而不需要涉

及过多的时间层, 从而节省了内存,这是该方法的优

点之一。下面以方程组( 1)中第一个方程的四阶时

间精度差分格式的推导为例来说明以上过程。

对函数 V x ( t ) ,据式(2) ,取 2M = 4 , 有

V x ( t +
dt
2

) ∀ V x ( t -
dt
2

) + dt
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t
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3

24

3
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t
3 (3)

利用方程组( 1)中的第一个方程, 把式( 3)中的

速度偏导数项用应力的偏导数来表示,并整理, 得
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再利用方程组( 1)中的第三和第五个方程,把式( 4)中的应力偏导数项用速度的偏导数来表示,并整理,得
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再次利用方程组( 1)中的第一和第二个方程, 把式( 5)中的速度偏导数项用应力的偏导数来表示,并整理,得
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此时,公式( 6)已不再包含时间的偏导数项,用于数值模拟时只涉及两个时间层。方程组( 1)中其余四个

方程相应的四阶时间精度有限差分公式可通过类似方法推导得到。由于篇幅所限, 下面仅再给出方程组( 1)

中最后一个方程的四阶时间精度有限差分公式:
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对比文献[ 6]给出的四阶时间精度有限差分公

式可知,这里的公式增加了弹性常数和密度对空间

的偏导数项,即考虑了弹性常数和密度在空间上的

变化,因此适用于非均匀 T I 介质中弹性波传播的

数值模拟。

1. 2 高阶空间精度差分近似

函数 f ( x ) 一阶空间偏导数的 2N 阶精度差分

近似可表示为

f
x

=
1
dx #

N

i = 1

C
( N )
i { f [ x +

dx
x

( 2i - 1) ]

- f [ x -
dx
2
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2N
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其中 dx 为空间步长。差分权系数 C
( N )
i 的取值如下:

当 2N = 2时, C
1
1 = 1; 当2N = 4时, C

( 2)
1 =

9
8

, C
( 2)
2

= -
1
24

;当 2N = 6时, C
( 3)
1 =

75
64

, C
( 3)
2 = -

25
384

, C
( 3)
3

=
3
640

;当 2N = 8时, C
( 4)
1 =

1225
1024

, C
( 4)
2 = -

245
3072

,

C
( 4)
3 =

49
5120

, C
( 4)
4 = -

5
7168

, ∃。更高阶空间精度差

分近似公式的差分权系数 C
( N)
i 可参考文献[ 6] , 这

里不再赘述。

2 速度- 应力波动方程交错网格格式

在对差分方程求解域进行网格剖分时采用了交

错网格。对空间中的任一网格, 质点速度定义在网

格的一条对角线上, 应力定义在该网格的另一条对

角线上。水平速度分量 V x 定义在网格结点( m, n)

上;垂直速度分量 V z 定义在网格结点( m + 1/ 2, n+

1/ 2) 上; 正应力 xx、z z 定义在网格结点( m + 1/ 2,

n) 上;切应力 xz 定义在网格结点( m, n+ 1/ 2) 上。

在对空间进行交错网格差分的同时, 在时间上也进

行交错网格差分。即质点速度分量 V x 和 V z 定义在

离散时间 k - 1/ 2和 k + 1/ 2上;应力分量 xx、zz 和
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xz 定义在离散时间 k 和 k + 1上。这与 Levander
[ 4]

给出的交错网格格式是一样的。

设 U
k+ 1/ 2
i, j 、V k+ 1/ 2

i+ 1/ 2, j+ 1/ 2、Rk
i+ 1/ 2, j、T

k
i+ 1/ 2, j、H k

i, j+ 1/ 2 分

别是速度 V x 和 V z 与应力 xx、zz 和 xz 的离散值, 设

X 轴和Z 轴方向的网格大小分别为 dx 和 dz , 根据

公式( 6) ,方程组( 1)中第一个公式精度为 O( dt
4

+

dx
8 )的差分格式为
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其中,

qmn = Cmn ; qmnx = ( Cmn i+ 1/ 2, j - Cmn i- 1/ 2, j ) / dx ; qmnz = ( Cmn i , j+ 1/ 2 - Cmn i , j- 1/ 2) / dz ( m = 1, 3, 4; n = 1, 3, 4) ;

x = (1/ i+ 1/ 2, j - 1/ i- 1/ 2, j ) / dx ; z = (1/ i, j+ 1/ 2 - 1/ i, j- 1/ 2) / dz ; xx = (1/ i+ 1/ 2, j - 2/ i, j + 1/ i, j- 1/ 2 ) / dx
2
;
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方程组( 1)中另外四个方程的有限差分公式可

由此类推得到。

3 数值模拟算例

前人工作已经说明, 高阶时间精度交错网格有

限差分数值模拟方法比低阶时间精度方法具有更高

的计算效率
[ 6]
。为了探讨其正确性和可行性, 我们

首先把本文给出的四阶时间精度方法得到的数值模

拟结果与前人工作给出的、已确定比较可靠的二阶

时间精度方法得到的结果作比较,以说明本文所给

出方法的正确性,然后再通过数值模拟结果与实测

垂直地震剖面( VSP)数据的对比来说明给出方法的

可行性。

图 1是利用本文所述方法模拟得到的均匀横向

各向同性( T I)介质的波场快照,所用弹性常数和密

度的取值分别为: C11 = 2. 55 & 10
10

Pa, C13 = 0. 5 &

1010 Pa, C33 = 1. 84 & 1010 Pa, C44= 0. 56 & 1010 Pa,

= 2 440 kg/ m3。由图可见: 速度较快的拟纵波( qP)

波波前形态近似为一菱形; 速度较慢的拟横波( qS)

波在两个对角线方向上出现同相轴交叉现象。这个

特征与文献[ 10]给出的数值模拟结果是一致的, 说

明本文给出的方法是正确的。
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图 1 TI 介质数值模拟波场快照

F ig. 1 M odeling snapshot s in T I media.

图 2 VSP 数值模拟记录

F ig . 2 VSP numerical modeling reco rds.

图 2和图 3分别是一个非零井源距 V SP 波场

的数值模拟记录和对应的实测地震记录。数值模拟

所用的速度模型是根据该井的零井源距 VSP 估算

得到的一维速度模型。V SP 井源距离为 600 m; 激

发井深为 30 m ; 接收点深度范围是 2 110~ 3 100

m;接收点间距为 10 m ; 采用纵波震源。从图 2 的

数值模拟结果可以看出: ( 1)在水平和垂直分量上,

都有明显的基本平行于初至波同相轴的多次波(同

相轴 ) ; ( 2)下行和上行转换横波(同相轴 ! 和 ∋ )

的能量主要分布在水平分量上; ( 3)上行 P 波(同相

轴()的能量主要分布在垂直分量上, 而下行 P 波

和其它类型的转换波能量在两个分量上都很弱。这

些特征与图 3所示实测地震记录的特征相一致, 由

此可见本文所述的数值模拟方法是可靠的。

4 结论

前人工作已经证明,高阶时间精度交错网格有

限差分数值模拟方法比常规方法具有更高的计算效

率。本文是在现有一阶弹性波方程交错网格高阶有

限差分解法基础上,考虑弹性常数的空间变化, 将该

方法推广到非均匀 T I 介质情况下的 P SV 弹性波
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图 3 VSP实测记录

Fig. 3 VSP field records.

数值模拟,给出了四阶时间精度、高阶空间精度交错

网格有限差分数值模拟的差分格式。同时保持了该

方法的优点,即在不增加内存的情况下,可以选择更

大的空间步长, 从而提高数值模拟的效率。数值模

拟得到垂直地震剖面( VSP)地震记录和实际观测记

录具有相一致的波场特征, 说明该地震波数值模拟

方法是可行的。
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