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裂隙介质的等效弹性模量
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(中国地震局兰州地震研究所 ,甘肃兰州　730000)

摘要:详细推导了弹性场的 Eshelby 椭球包体理论 , 在此基础上推导了裂隙等效弹性

模量的一阶近似式(Hudson公式).目的有二 ,一是填补国内文献中有关该方面研究

的空白;二是阐明有关公式的来龙去脉及物理意义 ,便于正确的应用.
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0　引言

近 30a来 ,地球介质的各向异性研究越来越显示其重要性 , 尤其是 S波分裂方法及 EDA

模型(广泛扩容各向异性)[ 1]在地震预测 、油气田开采等方面得到了广泛的研究与应用.EDA

裂隙模型是当前研究 S 波分裂的基础 ,其等效弹性模量公式有许多 ,其中 Hudson(1981 ,1986)

公式
[ 2 , 3]
应用得最为普遍 ,但纵观国内文献发现都是直接应用 Hudson公式 ,其中的 2 个主要

参量  U 11和  U 33往往令人感到困惑 ,当坐标体系变化时 ,很容易造成误用 ,因此有必要对此加

以推导阐述.注意到 Eshelby(1957)包体理论[ 4]是Hudson公式的重要基础 ,本文首先对其进行

理论推导 ,过程中只给出与 Hudson 公式有关的内容 ,对其余内容作了省略.在此基础上推导

了Hudson公式的一阶近似表达.

1　Eshelby 椭球包体理论

通过想像的切割 、变形 、焊接过程 ,研究外界力作用下各向同性固体中含有包体(裂隙)时

包体内外的应力状态.推导过程采用张量及其运算约定 ,其后不再提示.

1.1　一般包体

首先设想将包体从各向同性体(母体)中切割挖出 , 使之经历非应力所致的变形 , 应变为

e
T
ij ,对应的应力为 P

T
ij =λe

Tδij +2μeTij .其中的 e
T为体应变 , λ、μ为拉梅常数.然后在包体表面

S(外法向为 n i)作用面力-P
T
ijnj 使之形状和尺寸复原并将其放回焊接.这时各向同性体中的

应力和应变为零 ,并设该状态处于零位移.再设想包体应力松驰使之无外力作用 ,这时包体在

表面 S 上对母体的作用力为P
T
ijn j , 产生的实际位移(包括母体和包体)为

U
C
i( r)=∫

S

P
T
jkU j( r - r′)dSk (1)
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其中的 Uj 为 r′单位点源 F 在 r 点产生的位移 ,根据 Love(1927)公式有

U j( r - r′)=
F j

4πμ| r - r′|
- 1

16πμ(1-σ)
 
2
| r - r′|
 xj x l

F l (2)

其中:σ为泊松比.相应的应变为 e
C
ij =

1
2
(U C

i , j +U
C
j , i).包体外应力由胡克定律得 P

C
ij =λe

C +

2μeCij.而包体内的应力应变之间不满足胡克定律 ,可以表示为

P
I
ij =P

C
ij -P

T
ij =λ(e

C -eT)δij +2μ(eCij -e
T
ij) (3)

　　应用高斯定理及
 
 xi

=-
 
 x′i

, 可将式(1)写成

U
C
i( r - r′)=

1

16πμ(1 -σ)
P
T
jkΧ, ijk -

1

4πμ
P
T
ikφ, k (4)

其中:Χ=∫
v

| r - r′|d v , φ=∫
v

d v
| r - r′|

.可以简单地推得  2 Χ=2φ, 且有

 2φ=-4π　　　 4 Χ=2 2φ=-8π　　　S 内

 2φ=0　　　　 4 Χ=2 2φ=0　　　　S 外

　　利用上述式子得

e
C =U

C
i , i =-

1-2σ
8πμ(1 -σ)

P
T
jkφ, j k (5)

在 S 面内外有

φ, ij(out)-φ, ij(in)=4πn in j

Χ, ijkl(out)-Χ, ijkl(in)=8πn in jnkn l (6)

将式(6)代入式(5)得到紧挨 S 面外的体应变 e
C(out)与包体内体应变 e

C(in)的关系为

e
C(out)=-

1 -2σ
8πμ(1 -σ)

P
T
ij(φ, ij(in)+4πn in j)

=eC(in)-(1 +σ)
3(1-σ)

e
T -1 -2σ

1-σ
′eTijn in j (7)

包体外偏应变′eCij(out)与包体内偏应变′e
C
ij(in)的关系为

′eCil(out)=
1
2
(UC

i , l(out)+U
C
l , i(out))-

1
3
e
C(out)δil =′e

C
i l(in)+

1
1-σ

′eTj kn jnkn in l -

′eTiknkn l -′e
T
lknkn i +

1-2σ
3(1-σ)

′eTjkn jnkδil -
1 +σ

3(1-σ)
e
T(n in l -

1
3
δil) (8)

其中 e
T与′eTij 是非应力过程的体应变和偏应变.

为推导方便 , 利用高斯公式将面积分变成体积分 ,式(1)可再次改写为

U
C
i( x)=

P
T
jk

16πμ(1-σ)∫v f ijk(L)
dv

r
2 =

e
T
jk

8π(1 -σ)∫
v

g ijk(L)
dv

r
2 (9)

其中:r=  x 是 dv 到观测点的距离 , L=(l 1 , l 2 , l 3)表示从 dv 到观测点 x 的方向 ,且有

f ijk(L)=(1-2σ)(lkδij +ljδik)-δjkl i +3 lil jl k (10)

g ijk(L)=(1 -2σ)(lkδij +ljδik -δjkl i)+3 li lj lk (11)

这里的体积分及下面的面积分都是对包体而言的 , 不再强调.

1.2　椭球包体

由于 EDA裂隙其形状被设为扁圆或椭圆 , 所以下面只考虑椭球包体.方便起见 ,重新定
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义式(9)中的(L)=(l , m , n),令 L 为从观测点到 dv 的方向 ,这样式(9)反号.首先对一个基

本圆锥 dω(L)积分 ,圆锥顶在(x , y , z)处 ,由式(9)得

8π(1 -σ)U C
i( x)=-e

T
jk∫

4π

g ijk(L)r(L)dω (12)

设椭球包体满足方程
X

2

a
2 +

Y
2

b
2 +

Z
2

c
2 =1 ,则 r(L)是下列方程的正根

(x +lr)2

a
2 +

(y +mr)2

b
2 +

(z +nr)2

c
2 =1 (13)

解得 r(L)=-
f
g
+(

f
2

g
2 +

e
g
)
1
2 (14)

其中

g =
l
2

a
2 +

m
2

b
2 +

n
2

c
2

f = lx
a
2 +

my
b
2 +

nz
c
2

e =1 -
x
2

a
2 -

y
2

b
2 -

z
2

c
2

(15)

引入 λ1 =
l

a
2 , λ2 =

m

b
2 , λ3 =

n

c
2 ,且将(x , y , z)表示为 xm(m =1 ,2 ,3),将式(14)代入式(12)

得

U
C
i( x)=

e
T
jkxm

8π(1 -σ)∫
4π

λmg ijk
g

dω (16)

由此得到受限制应变 e
C
il( x)与非应力所致的应变 e

T
il 的关系为

e
C
i l( x)=

e
T
jk

16π(1 -σ)∫
4π

λlgljk +λlg ijk
g

dω≡S i lmne
T
mn (17)

　　由问题的对称性知道式(17)S ilmn中膨胀与剪切耦合的分量(S1112 , S 1123 , S2311 , … ,等)为
零 ,剪切与剪切耦合的分量(S 1223 , …,等)也为零.也就是当式(17)积分中 l , m , n在被积函数

中成奇次方时积分为零.根据 Routh(1982)将上述面积分化成简单的定积分得
S 1111 =Qa

2
Iaa +RIa

S 1122 =Qb
2
Iab -R Ia

S 1212 =Q
a
2 +b

2

2
Iab +R

Ia +Ib
2

(18)

其中 Q =
3

8π(1 -σ), 　　R =
1-2σ

8π(1-σ) (19)

Ia =∫
4π

l
2

ga
2dω=2πabc∫

∞

0

du

(a
2
+u)Δ

Iaa =∫
4π

l
4

ga
2dω=2πabc∫

∞

0

d u

(a2 +u)2 Δ

Iab =∫
4π

l
2
m

2

ga
2
b
2dω=

2
3
πabc∫

∞

0

d u

(a2 +u)(b2 +u)Δ

Ib =∫
4π

m
2

gb
2dω=2πabc∫

∞

0

du
(b2 +u)Δ

Δ=(a2 +u)1⒊(b2 +u)1⒊(c2 +u)1⒊

(20)
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其余不为零的 S ilmn可以根据式(18)对(1 ,2 ,3)、(a , b , c)和(l , m , n)循环求得.将 Ia 、Ib和

Ic作为单位密度椭球内的牛顿势的系数 , 即

φ=
1
2
(a2 -x

2)Ia +
1
2
(b2 -y 2)Ib +

1
2
(c2 -z

2)Ic

根据(Kellogg , 1929)得

Ia =
4πabc

(a
2
-b

2
)(a

2
-c

2
)
1⒊(F -E)

Ic =
4πabc

(b2 -c2)(a2 -c2)1⒊
(a2 -c

2)1⒊b
ac

-E

(21)

并有如下关系

Ia +Ib +Ic =4π

Iaa +Iab +Iac =
4π
3a2

a
2
Iaa +b

2
Iab +c

2
Iac = Ia

(22)

其中:F =F(θ, k)和 E =E(θ, k)分别是第一 、第二类幅度模量的椭圆积分 , 且有

θ=sin-1(1 -
c
2

a
2)
1⒊ , 　　k =

(a2 -b
2)1⒊

(a2 -c2)1⒊

这样可先由式(21)求 Ia 和 Ic , 再由下面的式子求其余量(注意下标的循环).当 a>b>c ,有

Ib =4π-Ia -Ic (24)

Iab =
Ib -Ia

3(a
2
-b

2
)

(25)

Iac =
Ic -Ia

3(a2 -c
2)

(26)

Iaa =
4π
3a2 -Iab -Iac (27)

对于扁球 , a=b>c ,有

Ia = Ib =
2πa2

c

(a2 -c
2)

3
2

{cos-1
c
a
-
c
a
(1 -

c
2

a
2)

1
2} (28)

Iaa =
4π
3a2 -Iab -Iac (29)

Iaa =3Iab (30)

Ibc = Iac =
Ic -Ia

3(a
2
-c

2
)

(31)

　　下面我们来考察在均匀外应变 e
A
ij 作用下含有包体的均匀弹性介质中产生的应变问题.根

据前面的推导得包体内应变为

e = e
C +eA

′ei j =′e
C
ij +′e

A
ij

(32)

包体内应力与应变不满足胡克定律 , 包体内应力为

P =3k(eC +eA -eT)

′P i j =2μ(′eCij +′e
A
ij -′e

T
ij)

(33)
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其中:k =λ+
2
3
μ、μ,为包体外弹性体的模量.设包体的弹性常数为 k 1 =λ1 +

2
3
μ1 、μ1 ,使

包体表面力和位移连续 ,得

k 1(e
C
+e

A
)= k(e

C
+e

A
-e

T
)

μ1(′e
C
ij +′e

A
ij)=μ(′e

C
ij +′e

A
ij -′e

T
ij)

(34)

现在的问题是如何由 e
A
ij 来求取 e

T
ij ,而 e

C
ij =S ijkle

T
kl 可以在式上消去.式(34)看上去简单 ,实际

上复杂 ,这是因为 e
C和′eCij同时依赖于e

T和e
T
ij ,但对于剪切分量而言 ,可以直接求解 ,这是因为

S ijkl 对于不同剪切分量是解耦的.由式(34)得

e
T
13 =

μ-μ
1

2(μ
1
-μ)S 1313 +μ

e
A
13 (35)

由式(18)、(22)和(28)对于扁球可以推得

S 1313 =
1
2
-

2 -σ
8(1 -σ)

πc
a

(36)

将式(35)及式(36)代入式(32)中的第 2式 ,并利用式(34)中的第 2式及胡克定律(这时采用包

体自身的弹模 ,胡克定律成立)推得扁球包体内应力 σI13与外场远处应力(σ
∞
13 =σ

A
13)之间的关

系为

σI13 =μ1(e
C
13 +e

∞
13)=2μ1

μeT13
μ-μ1

=
μ1σ

∞
13

2(μ1 -μ)S 1313 +μ

=σ∞13[ 1 +
π
4
(
cμ
aμ1
)(

3λ+4μ
λ+2μ

)] -1
(37)

在上面推导过程中假定 a  c ,且利用泊松比与拉梅常数的关系式
3λ+4μ
λ+2μ

=
2-σ
1-σ

.同理可

以得到关于其它剪切分量类似式(37)的表达式.

另一方面求解正应变分量 e
T
11 、e

T
22和 e

T
33 时必须同时解 3个方程

(λ1 -λ)S mmpqe
T
pq +2(μ1 -μ)S ij pqe

T
pq +λe

T +2μeTij =(λ1 -λ)e
A +2(μ1 -μ)e

A
ij (38)

其中:ij =11 ,22 ,33.关于 pq求和只出现 e
T
11 、e

T
22和 e

T
33 ,因为 S 1112 等耦合项为零.经推导得

σ
I
33 =σ

∞
33[ 1 +

cμπ

a(k 1 +
4
3
μ1)
(
λ+μ
λ+2μ)]

-1
(39)

　　所得到的式(37)和式(39)将在下面 Hudson公式推导中被引用.

2　Hudson一阶近似公式

Hudson公式其实质将裂隙(其中可含流体)介质弹性模量作了等效性处理 ,不再考虑介质

的两相性 ,目的是考察剪切模量或 S波对孔隙流体的反应 ,而传统的两相介质 Biot 理论中剪

应力与孔隙流体压力是解耦的 ,不利于研究 S波分裂现象.若考虑平面谐波在含裂隙的弹性体

中传播 ,则

u =b exp(i k · x -iωt) (40)

假定裂隙为扁圆(或扁椭圆), 半径为 a ,并呈稀疏分布(使裂隙之间无相互作用),数量密度为

υ,即裂隙密度为 γa
3
, 且远小于 1.将式(40)代入弹性几何方程和运动方程

 σip
 X p

=Cipjq
 2u jq
 Xp Xq

　　Cipjq
 2u jq
 X p X q

=ρ
 2u j
 2 t
δij (41)
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得平均场运动方程(关于裂隙密度取一阶近似)

b j[ ρω
2δij -(C

0
ipjq +C

1
ipjq)kpkq] exp(i k · x)=0 (42)

其中:ω为圆频率 , ρ介质密度.C0
ipjq 是无裂隙的弹性模量 , 可表达为

C
0
ipjq =λδipδjq +μ(δijδpq +δiqδpj) (43)

而 C
1
ipjq 是弹性模量的一阶修正.根据(Hudson ,1980),并假设裂隙法面向为 x 3 得

C
1
ipjq =-

υa3

μ
C

0
13ipC

0
m3jq U lm(ka) (44)

其中  Ulm(ka)=
1

a
2∫
∑

U lm [ exp(i k · x); x] exp(-i k · x)dS X (45)

式(45)的积分是关于裂隙面 ∑上所有的 x =(x1 , x 2 ,0),并设半径为 a扁裂隙中心位于原点.

这里的 Ulm [ exp(i k · x); x] 其物理意义是:m 方向上施加幅度为 exp(i k · x))的牵力在裂隙

面二侧造成位移不连续的 l方向分量的
μ
a
倍.注意到弹性模量 4阶张量与 2阶张量下标之间

有如下关系

Cij ※Cijkl:　　
1 ※11 , 2 ※22 , 3 ※33 ,

4 ※23(32), 5 ※13(31), 6 ※12(21)

展开式(44),根据问题的对称性( U 11 = U 22)推得

C
1 =-υa

3

μ

λ
2
 U 33 λ

2
 U 33 λ(λ+2μ) U 33 0 0 0

λ2 U 33 λ2 U 33 λ(λ+2μ) U 33 0 0 0

λ(λ+2μ) U 33 λ(λ+2μ) U 33 λ(λ+2μ)2 U 33 0 0 0

0 0 0 2μ2  U 11 0 0

0 0 0 0 2μ2 U 11 0

0 0 0 0 0 0

(46)

这样就将求解等效弹性模量 C=C
0+C1变成求解  U 11和  U 33.为此下面求解无限远作用一均

匀剪力σ∞13在裂隙(含某种弱物质)界面 x 1方向产生位移阶跃  U 11.先假设裂隙内应力 e
I
13作为

剪切力作用于一个半径为 a的圆盘求其位移 ,然后使孔隙内应力为零 ,外界力变为σ∞13-σ
I
13求

位移 , 二者之差即为裂隙面两侧位移阶跃[ 5]

U 11(1 , r)=
8
π
(
λ+2μ
3λ+4μ

)(1-
r
2

a
2)

1
2(1-

σI13
σ∞13
) (47)

其中:r 2 = x
2
1 + x

2
2.将式(37)代入得

U 11(1 , r)=
8
π
(
λ+2μ
3λ+4μ

)(1-
r
2

a
2)

1
2(1+M)-1 (48)

其中 M =
4
π
(
aμ1
cμ
)(
λ+2μ
3λ+4μ

) (49)

将式(48)代入式(45)积分(裂隙中心位于原点)得

 U 11 ≡ U 11(0)=
16
3(
λ+2μ
3λ+4μ)(1 +M)

-1
(50)

同理有 U 33(1 , r)=
2
π
(
λ+2μ
λ+μ

)(1 -
r
2

a
2)

1
2(1 -

σI33
σ∞33
) (51)

将式(39)代入得

U 33(1 , r)=
2
π
(
λ+2μ
λ+μ

)(1-
r
2

a
2)

1
2 1 +K -1 (52)
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其中 K =
1
π
[
a(k1 +

4
3
μ1)

cμ
] (
λ+2μ
λ+μ

) (53)

将式(52)代入式(45)积分得

 U 33 ≡  U 33(0)=
4
3
(
λ+2μ
λ+μ

)(1+K)-1 (54)

如果裂隙含饱和流体 ,近似地有 M ※0 , K ※∞, 由上述式子得到

 U 11(0)=
16
3
(
λ+2μ
3λ+4μ

)

 U 33(0)=0
(55)

如果裂隙是干的 , 则有 , M ※0 , K ※0 ,从而上述式子变为

 U 11(0)=
16
3(
λ+2μ
3λ+4μ)

 U 33(0)=
4
3
(λ+2μ
λ+μ

)
(56)

　　至此我们得到了扁圆裂隙的等效弹性模量的一阶近似.关于二阶近似的推导可以参见文

献[ 3] .要强调的是 , 将上述  U 11和  U 33代入式(46)求 EDA裂隙弹性模量时 ,要注意前提条件

是裂隙面法向为 x 3 轴(或 z 轴),而实用的 EDA裂隙模型[ 6] 是由扁圆裂隙定向排列造成的方

向各向异性模型 ,其对称轴是水平向的 ,即裂隙面法向为水平向 x 轴或 y 轴之一 ,它与以 z 轴

为对称轴的横向各向同性不同 , 因此需要对式(46)进行改写 ,这里不再赘述.
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EFFECTIVE ELASTICMODULUSOF CRACKED MEDIA

RUAN Ai-guo , ZHOU M in-du

(Lanzhou Insti tute of Seismology , CSB , Lanzhou 　730000 , China)

Abstract:Eshelby' s theory of elastic field containing elliptic inclusion is derived in detail and the

effective elastic modulus of cracked media(the first o rder of Hudson equat ion)is derived based on

Eshelby theory.The purpose is to complement the Chinese documents in this field and to illust rate

the basis and meaning s of relative equat ion fo r further correct application.

Key words:Crack;Media;Elastic modulus
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