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摘要:基于小波包变换的基本原理 ,提出了对不同频率范围的信号和噪声进行滤

波处理的方法.利用该方法可将噪声与信号分离以及将不同频段信号分解 ,从而达到

滤波的目的.仿真结果表明 ,小波包变换具有许多其它分析手段所不具备的优点 ,是

一种有效的滤波方法 ,可应用于地震信号的预处理.
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0　引言

在信号滤波研究方面 ,以往所存在的问题是对实际信号的时频特性并不十分了解.对于非

稳态信号 ,这一问题更加突出.近年来 ,基于二进小波变换模极大值检测的噪声滤波方法及多

分辨分解特性的信号分离方法相继问世.该方法对于不同频率成分的信号采取不同时间分辨

率 ,因而适合于非稳态信号的分辨和处理.但是随着尺度参数的增大 ,相应的小波基函数的频

谱局部性变差 ,因而小波变换不易分辨频率成分接近的信号.

本文提出了用小波包变换进行信号滤波的方法.该方法能够识别和确定信号所包含的频

率成分 ,从而滤除噪声或不需要的频率成分 ,保留所需要的信号 ,达到滤波的目的.

1　小波包变换及信号多分辨率分解

1.1　小波包变换

小波包变换是小波变换的进一步完善与发展.关于小波变换的概念和特性已有许多文献

进行过论述与报导[ 1～ 3] .

设一组共轭镜像滤波器{hk}k∈ Z(Z 是整数集合 ,下同)和{gk}k ∈ Z 满足

∑
n∈Z
hn-2k · hn-2l =δkl , 　　∑

n∈Z
hn = 2 (1)

gk =(-1)
k
h 1-k (2)

则可定义一系列函数{Wn(x)}(n =0 ,1 ,2 , …)满足以下方程:
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W 2n(x)= 2 ∑
k ∈Z
hkW n(2 x -k)

W 2n+1(x)= 2∑
k ∈Z
gkWn(2 x -k)

(3)

每一形如 2
j/2
Wn(2

j
x -k), j , k ∈ Z , n ∈ N(N 为非负整数集合)的函数称作一个小波包函

数.其整体称为一个小波包库[ 4] .其中 j是尺度参数 , k是时间或位置参数 , n是振荡参数.函数

W 0(x)是所谓的尺度函数 ,而 W 1(x)是相应的小波函数.

信号 f(t)可按下面的标准正交小波包基函数展开:

f(t)= ∑
I
kn
∈ P

j ∈ Z

C
k
n , j ·2

k/2 ·W n(2
k
t -j) (4)

其中: C
k
n , j =2k/2∫k f(t)Wn(2

k
t -j)dt (5)

Ikn ={2
k
n ,2kn +1 , …,2k(n +1)-1 , n ∈ N , k ∈ Z}

　　按 Ikn 的形式可将非负整数 N 分割成两两不相交的形式.将任意这样的划分记作 P ,则

{2k/ 2W n(2
k
t -j):(k , n)∈ P , j ∈ Z}构成了Hilbert空间的一个标准正交基.系数 C

k
n , j称为

信号 f(t)的小波包变换.

式(5)的离散小波包变换可写为

C
k+1
2n =F0(C

k
n)

C
k+1
2n+1 =F 1(C

k
n)

(6)

式(6)中的 F 0和 F1 为 2个算子 , 其定义为

F 0{Sk}(j)=∑
k ∈Z
S k ·hk-2j

F 1{Sk}(j)=∑
k ∈Z
S k ·gk-2j

(7)

C
k
n ={C

k
n , j}j∈ Z , 　C

k+1
2n ={C

k+1
2 n , j}j ∈ Z , 　C

k+1
2n+1 ={C

k+1
2n+1 , j}j ∈ Z

　　原始信号的重构离散递推变换公式为

C
k
n = F 0(C

k+1
2n )+ F1(C

k+1
2n+1) (8)

式中: F 0和  F1 为式(7)中算子的逆算子.

1.2　小波包变换的信号多分辨率分解

在实际应用中 ,信号的可测分辨率是有限的 ,而且不可能计算在所有尺度 2 j(-∞ < j

<+∞)上的小波包变换 ,因此分辨率 2
j
应取有限值.将变换限定在一个有限的最大尺度 j =

J 和 j =0范围内 ,20表示原始信号.根据式(6),原始信号可看作是尺度为零时的分解变换 C
0
1 ,

即{C0
1 , j}j ∈ N .对 C

0
1进行的小波包变换包含了低通滤波和高通滤波 2部分 ,由此计算出尺度参

数为 1的低通滤波信号 C
1
2 和高通滤波信号 C

1
3.假设信号的频段范围为[ W d , Wg] ,那么信号

C
1
2的频段范围为[ W d ,

Wg -Wd

2
] , C1

3 信号的频段范围为[
W g -Wd

2
, Wg] .所以说 ,对 C

0
1 所

进行的小波包变换实际上是将信号分解为2个不相重叠的低频段和高频段信号分量.对 C
1
2和

C
1
3分别施加小波包变换 ,则可计算出尺度参数为2的分解变换 C

2
4 , C

2
5 , C

2
6和 C

2
7.其中 C

2
4和C

2
5

为信号 C
1
2再次分解的相对低频段和高频段分量信号 , C

2
6和 C

2
7为由信号 C

1
3 再次分解的相对

低频段和高频段分量信号.因此 ,尺度参数为 2时的小波包变换将原始信号分解为[ W d , W d +

ΔW] , [ W d , W d +2·ΔW] , [ W d , W d +3·ΔW] 和[ Wd , Wd +4·ΔW] 4个互不重叠而又覆
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盖原信号整个频段[ W d , Wg] 的分量信号 ,其中每个频段宽度为 ΔW =
Wg -W d

22
.依此类推 ,

得到尺度参数为 k 的分解变换C
k
2
k , C

k
2
k
+1 , …, C

k
2
(k+1)

-1(也称其为结点系数).在每一次分解后 ,

频带被进一步分割变细 ,则频率分辨率提高.采样间隔增加一倍 ,则时间分辨率降低.所以说小

波包变换可以将随尺度增长而变宽的频谱窗口进一步分割变细.

2　小波包变换的信号滤波方法

对于 N 点的离散信号 ,用式(6)进行递推计算.滤波器采用 Mallat[ 1]所给出的参数 ,最大

尺度参数选为 6.最佳小波包基的选择采用秦前清等[ 5]给出的对数熵花费函数.

将选择的所有最佳正交基所包含的信号频率信息表示在相平面上.当分解系数 C
k
n , j 能量

强时 ,对应的相平面窗口用高灰度来表示;反之 ,则用低灰度来表示.窗口沿频率轴的位置由 n

决定 ,沿时间轴的位置由 j 决定.由灰度图可确定出原始信号包含的不同频段的成分.

图 1　由频率为 1 Hz(a)和 4 Hz(b)的 2种余弦波

　　　叠加而成的仿真信号(c)
Fig.1　Emulat ion signal(c)is formed by tw o kinds of signals whose

　　　 f requences are 1 Hz(a)and 4 Hz(b), respectively.

根据小波包分解变换的结果 ,对确定频段的分解信号作小波包逆变换 ,将其它频段的分解

信号(或结点系数)置为 0 ,这样重构的信号即为某频段的信号分量.此逆变换的过程也就是滤

波的过程.基于此 ,可实现低通 、高通 、带通和随机噪声的滤波处理.

3　模拟资料仿真实验

3.1　信号分解

模拟信号由余弦波 cos π
20
t 和 cos π

5
t 叠加而成.将上述信号离散化 ,采样率取为 40点/ s ,

采样长度为 512点.可以看出 ,模拟信号是由频率分别为 1 Hz和 4 Hz的 2种信号成分组成.

图 1为 cos
π
20
t , cos

π
5
t 和合成信号波形.

对合成信号进行小波

包分解变换 ,每一尺度下

的分解信号见图 2.由图 2

可以看出 , 随着尺度参数

的变大 ,频率的分辨率逐

渐提高 ,由最大尺度分解

变换的信号开始递推 , 重

构的信号与原模拟信号相

比几乎是完全相同的.

图3 给出了最佳正交

基信号(即图 2 中分割线

段对应部分)在相平面中

的灰度表示图和模拟信号

分解图.由图 3 中的灰度

可以明显地看出原模拟信

号是由 1 Hz和 4 Hz 2 种

频率成分叠加而成的.选

择频段[ 0.937 5 ,1.25] 和
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[ 3.75 ,4.375]分别作为带通滤波的输入参数 ,得到了由分解变换重构的滤波信号.将滤波结果

与原信号(图 1)比较 ,可以看出滤波结果相当好 ,总方差分别为 0.23和 0.15 ,只是在信号的起

始和终止处有轻微畸变.

图 2　仿真信号的小波包分解变换(尺度从 L 1 到 L 6)和信号重构(L 0)
Fig.2　Wavelet packet t ransforms(from L 1 to L 6)of emulation signal in Fig.1 and signal reconst ruction(L0).

图 3　仿真信号的时-频分布(a)和带通滤波结果(b和 c)
Fig.3　Time-f requency distribution(a)of emulation signal in Fig.1 and band filt ering curves(b and c).

3.2　信号与随机噪声的分解

模拟信号由余弦波 4cos π
10
t 和取值范围为 0 ～ 3的随机噪声叠加而成.采样率和采样长
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度同 3.1节所述.由图 4可见 ,模拟信号由频率为 2 Hz的信号和随机噪声叠加而成.

图 4　由频率为 2 Hz的余弦信号(a)和随机噪声信号(b)

　　　叠加而成的仿真信号(c)
Fig.4　Emulation signal(c)is formed by random noise(b)and signal with frequency of 2 Hz(a).

最佳正交基在相平面中的灰度和信号的滤波结果见图 5.从图 5中的灰度图可以明显看

出 ,模拟信号只由频率为 2 Hz的信号构成.随机噪声在灰度图中无明显有序的能量显示 ,说明

小波包变换系数对噪声不很敏感 ,是非常鲁棒性的.除去随机噪声后的滤波信号与原信号的方

差为 2.5.

图 5　仿真信号的时-频分布(a)和带通滤波曲线(b)
Fig.5　Time-frequency distribution(a)of emulation signal in Fig.4 and band filt ering curve(b).
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4　讨论与结论

本文针对频率范围未知的信号和噪声模型提出了用小波包变换来进行滤波处理的方法.

该方法的本质是利用了小波包变换的多分辨率分解特性.信号之间以及信号与噪声在不同尺

度上呈现不同的时频分布特征 ,利用小波包变换可以将信号进行分解并将信号与噪声分离.理

论分析和模拟结果均说明 ,小波包变换这一数学模型是一种有效的滤波工具 ,可应用于地震信

号的预处理.

与传统的现代谱估计方法相比 ,小波包分解变换具有如下独特的优点:

(1)不需要在分析窗内对信号作平稳假定.

(2)能精确定位一个周期信号的起始与结束.估计周期准确 ,且能反映出信号周期的变

化.而利用离散傅里叶变换 、K-L 变换 、离散余弦变换 、离散正弦变换 、Walsh 变换和 Haar 变换

等传统算法所确定的信号周期为分析窗内的平均值 ,且变换依赖于随机信号的统计特性.

(3)小波包算法不受信号周期动态范围的限制.在传统算法中 ,对于不同周期的信号需要

采用不同的研究窗长.在不了解信号频率成分的情况下 ,只能人为地进行假定 ,因此不可避免

地会出现一定的误差.

(4)与时频分析方法(如短时 Fourier分析和Wigner-Ville分布)相比 ,小波包分解变换不

会出现 Gibbs现象和时-频平面上的伪影现象.快速小波包算法的计算量比直接用卷积法要小

得多 ,但与基于快速 Fourier变换的算法相比计算量较大 ,因此这是有待进一步完善和改进的.
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Abstract

Wavelet packet transform is further expansion of w avelet transform theory.Signals may be

decomposed into different frequency sect ion by w avelet packet transform method.Emulat ion study

results show that w avelet packet transform has a series of good characterist ics while other analysis

methods do no t have.The method is a very effective f iltering method.

Key words:Wavelet;Filtering;Wavelet packet transform;Signal decomposi tion
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