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点电源二维起伏界面三层介质边界单元法

钱家栋 马钦忠

(国家地襄局兰州地震研究所 )

摘 要

本文在文献 〔5〕 的基础上
,

以三层介质下边两层界面上隆模型为例
,

讨论 了

边界元法在解决层状介质中存在 二维横 向不均
’

匀情况 下点源场视电阻率计葬问

题方 面的应用
。

在本文中
,

由于选取 了适 当的墓本解
,

故在所导出的方程中避免

了对水平层状界面的积分计葬
,

只对起伏边界进行积分计葬
,

并在理论推导中设

法消除 了位场在边界上的法向导数
,

因而最后形成的代数方程组规模相 当小
,

从
`

而大大减少了所需的边界部分点和未知量的数 目
,

大量地节省 了计葬机内存
,

加

快 了计葬速度
。

这给数值计葬带来 了很大的方便
,

并为向二维及三维多层介质中

存有异常体的 问题推广提供 了便利条件
。

一
、

边值问题

1
.

边值问题

设三层介质结构模型如图 1 所示
。

设介质沿地质体走向 ( y 轴 ) 是均匀的
。

x 轴垂直

于地质体走向方向
, Z

轴垂直地面向下
。

A 点为供电点 (点电流源 )
。

第一层介质厚为 h , ,

电阻率为 p , ; 第二层介质厚为 h : ,

电阻率为 陇 ; 第三层介质的厚度 h 3

一 co
,

电阻率为 伪
。

为了便于公式推导
,

将第一层介质中的上隆部分作为一个区域马
,

其电阻率为 p。 ,

其边界

OA
一n.

为 r 。
; 将第二层介质中的上隆部分

作为另一区域 岛
,

其电阻率为 你 ,

其边界为 几
。

设 har 是以 r 人二 co 为

半径的假想半无限圆柱面
,

则边界

r , 、

几
、

几
、

几
、

几 将整个区域分为

q
、

q
、

汤
、

马
、

马 五个区域
。

iu

i( 一 1
,

2
, … ,

5) 分别是这五个区

域中的电位
,

则此模型的三维边值

问题为
:

哈
’

天
、 _ 片

,

马 户
. Q . l 百

、 「 : , l

\ 、
`

上

、 、 飞 `
.

\ 、 r ,

二
二
生

\ 丈
, ,
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卜
,
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5
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图 1
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如一枷面一枷1一户1一P’
一一一一几r’枷一而如一枷1一户1一八

而 ,
/而 l

。 :

}几 二 勿 }几

。 :

! F’ 二 。。
} F’ ( 1 )

: :

l几 二
: :

}几

。 :

}几 二 姚 l几

六静
几 一

青誓

六豁
几 一

六誓
。 ,

!几 二 c
/ 石爪刁 J

其中 I是点电源的电流强度
,

伪 ( A ) 是以 A 为中心的三维狄拉克函数
.

类似于文献 〔5〕 的作法
,

对 y 方向进行傅氏变换
,

将三维微分方程组变为二维微分

方程组
,

定义下列傅氏变换
:

认 ( ,
,舌, z ) = 若

, ( ,
, ` , z )

’

co s
勺` y ( 2 )

其反变换为

( 3 )

其中

且有

2 甲
, ,

,

钩 = 百名
U “ 忿 ’ ` , 名 ,

尸〔铸〕 = 认 (云

.

coa (七梦) d七

= 1
, … ,

5)

石献 )A
`

OC砖殉 ~ 献劝 2/

其中侮 ( A ) 是以 A 为中心的二维 6 se 函数
,

对 l( ) 式进行傅氏变换
,

得

( 4 )

`

1
..性.esee
..
.

wees、`.
se
..

ee
.

weeeweeswe
.
J

几r’ssrr

V 2 U’ 一 梦认 = 一 声
.

,
.

甜
:
/而 llr == 0

lU l几 = 伪 l几

几 ( A )

认 l r’ = U’ l r’

叭 }几 二 sU ! sr

伪 }几 = sU !几

叭 ! oor = c ·

oK (舌
·

其中丸是零阶第二类修正贝塞尔函数
。

边值间题
.

对足够多的 k值
,

求解 “ )

数 珑 ,

进而求出视电阻率
.

2
.

基本解

去翻
几 一

六会

六静
几 一

六会

六静
几 一

六警

六韧
几 一

六会
r ,

)

k 作为参数出现在方程中
.

式
,

然后利用傅氏反变换

则 “ ) 式便降为二维

( 3) 式即可求得电位函

选取 .
、

叭
、

. 、 咖
、

如
、

如 作为基本解
,

.
、

呐
、

叻满足的方程为
:
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( )1 当 P 点在第一层介质中时
,

则

V
’ 仰 一 护尹 = 一 人 (和 )

V
Z补 一 护恤 = 一 么 (扒 )

护 =
`

和 e 几

尹 = 扒 〔 r’ ( 5 )

V Z仰 一 护仰 = 0 ,

V
Z , 一 犷仰 , 0

在 n
、

几
、

几 上它们分别满足的边界条件和边值关系为
:

户钧 }几 ~ 户仰 }几

户仰 !几 = 户仰 ! sr

,

(
誓

) }。 一 (
誓

) l。

,

(

誓
) ! sr 一 、誓

) Isr ( 6 )

一
几 一 ”

( 2) 当 P 点在第二层介质中时
,

其满足的边界条件
、

V Z
咖 一 护咖

V
Z
咖 一 护咖

V Z咖 一 梦咖

边值关系为
:

坠
l .r

-

一 n

而
’ . 二 ’

墓本解 如
、

咖
、

如 满足的方程为
:

0 .

二一 氏 ( 产 ) 尹 = 产 〔 sr ( 7 )

二 0

〔八
.

咖 ~ 八
。

椒〕 }几

〔户
.

咖 ~ 户
.

咖〕 }几

〔
警

一
誓

〕 !。

〔
誓

一
誓

〕 !。
.

解方程 (5 ) 一 (8 ) 式
,

可得基本解表达式如下
:

咖 ~ 而
〔0K k( 了伽 一 朴 ) 2 + (梦一 如 ) 2〕 + 0K 。

场 (久)
·

(灰--e 扛 + 场户 )

sA e一劫

(久) ( e 一劫

( 8 )

( 8
,

)

l
飞

+

lB’

的
户

l
,

l一八
一一咖

l
恤 ~ 1二

, 苦卜
0K 〔毛

1
十 — l (对

e 一劫 + 劣 沪 )
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了
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1一户
一一

其中

lB (久) -
p
, ·

ch (码 )

2万

无1: · e一 2肠 ,

+ k2 3 e一 2
钱

’

1 一 无, Ze一“
,

一 * 2 3 e 一

叭 + * , 2肠3 e 一“ 2

.

A 3

、 一会
c” (“ 、 ,

1一 k: Z e一 2幼 ,

一 肠 3 e一
翻

2

+ k l Zk Zs e 一 2从 2

B l’ (劝 ~
lP 户 e 一气 l + k2 3 e 一以 (H Z一 Z, ) -

2万 (户 + 户 ) 1 一 无, Ze一 2从 l

一 无2 3 e 一 2妞
2

+ 无, 2 k2 3 e一 2肠 2

A , 一 率 。 一

资气
无l

叮 {(z,
一

粉〕二
,

9 十价
3

兮
一 2双

李丁, 〕
4万 1 一 构 Ze一 ` ~ l

一 肠 3e一 `“
,
2

十 局2七Z s e 一~
2

座些

4汀

e 一 孟( 2H
2 + 气) + 2劝 1 ·

〔( l + e Z气 ) e 一 2从 ,

一 k , 2 ( 1 + e 一奴 (劲 1一Z, ) )〕
l 一 k JZe一 2从 1

一 k 2 3 e一 2切 2

+ k 12 k2 3 e一 2从 2

A3’ =

k一2 =

2万 (户 + 户 ) e一 2从 1〔 1一 k l Ze一 2从 1

一 k2 3 e一 2
钱 + k 2 3 e一 2肠 , ·

k l Z〕

户 一 lP
户 + lP

_ 肉 一 户
一 户 + 户

二
、

积分方程

在场论中
,

二维问题的格林公式为

丁
。

画
2 , 一 , v )zU “ 一

知瓮
一 ,

瓮 ( 9 )

其中 Q是 xz

分区均匀的

平面上的二维区域
,

r 是 。 的边界线
。

由于在图 1

) d r

中的 5 个区域中
,

介质是
,

则可分别对这五个区域用格林公式求解
。

1
.

设 P 点是地表上任一点
,

令 P ~ p , e 几

对区域 QJ
,

岛 和 汤 用格林公式 ( 9) 求解
,

并利用 ( 4)
、

(5 )
、

(6 乏式中的关系进行

推导
,

可得
:

U , (尹, ) / 2 = 户
·

I咖
,

(尹
;

) / 2 一

一

丁
。 l(U 誓

一 。
鄂` 一

扮
仇
誓

一 。
豁`

。

l(0)
然后再对 马

,

几 分别用格林公式求解
,

并将 ( 4 )
、

(5 )
、

(6 ) 式中的关系带入
,

可得如下

两式
:

一 色 { u
d

掣 dr
户 J

r 4
一

亦

( 1 1 )
飞
l

J

色环

汤瓮

妙会
。
弩dr

rr
心

比
公

压
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将 ( 1 1 )式带入 ( 1 0 )式
,

则可得到
:

U (尹, ) / 2 = 户
`

I勃
,

(尹, ) / 2 一 户 { (工 一 工 ) 。粤
己r 一

J
r。 户1 脚 哪

一 。 「(工 一与
。
粤、

J 几 户 sP OI’
( 1 2 )

其中 prJ
A

(P
, ) 一 lpr ( x A , p : ,

k)
,

( 1 2 ) 式便为求解地表电位谱的公式
。

当知道了边界 几
,

几 上的 U 值后
,

利用上式便月求得地面 r ,

上的 U值
。

2
.

设 P 点是在边界
卜

几 上的任一点
, p ~ p ;

e r ` 。

则与上同理
,

分别对区域 q
,

q
,

岛
,

马
,

马 用格林公式
,

利用边值关系
,

经过数学

推导
,

可得第二个积分方程
:

〔
六

+ (

六
一

六
,。 1

/ (` , ,
卜
一

工
;

I
·

仰
,

(脚 )/ 2 一

(二
一

知知
一

刽
、 (

六
一

妙知
。

( ` 3 ,

其中
,

* 是 4P 点对区域 马 所张的立体角
。

咖
,

(脚 ) ~ 哟 ( :
, , 和 ,

的

3
.

设 P 点是在边界 几 上的任一点
,

此时令 P一 R e 几

则分别对这五个区域重新用格林公式
,

并利用边值关系 ( 4) 式
,

基本解满足的方程

及边界条件 ( 7 )
,

( 8) 式
,

经过一定的数学处理后可得第三个积分方程
:

色
。

上 一 生 _ 工
、 _ _ , , 月_ 、 、 ; , ` _ 、

_
。 _

吸 , ~ , 。 _ 。 _
/ 钩。 2 / 、 , 抽 , J U 、 1,5 2 一尸 I ` 尸。 产佗 产巧

I功, , (尹5 ) / 2 一

一

上
;

(

去
一

妙瓮
二 一

瓢
5 `
六
一

妙知
。

( “ ’

其中 、 2

是 p :

点对区域 蟠 所张的立体角
,

咖
,

(娜 ) ~ 功, (。
,

孙
,

k)
。

至此
,

所需的积分方程

都 已导出
。

积分方程 (1 2)
,

(1 3)
,

( 1 4 ) 式互不独立
,

故需要联立求解
。

由 (l 3)
.

( 1 4 ) 式离散化后可联立求解并解出边界 几
,

几 上各节点的 U 值
,

然后将这些值带入

( 12 ) 式后就可求得地表上的 u ( p , ) 值
,

再利用傅氏反变换 ( 3) 式对 U ( p , ) 进行反变

换就可求得地表的电位
。 ,

( :
, ; , : ) 值

。

在文献 〔5〕 中
,

对在二层水平介质中存在横向不均匀体时所得的方程只需进行独立

求解即可求出未知量
。

而在本文中
,

对积分方程 ( 1 2 )
、

( 1 3)
、

( 1 4) 式离散化后就不能分

别进行独立求解
,

而必须将它们联立求解方可解出未知量
,

较之文献 〔5〕
,

这给数值计算

增 加了难度
。

实际上这是对文献 〔5〕 中所用方法的进一步推广
。

显然
,

在积分方程

( 1 2 ) 式里
,

当令 p , 一伪
, 烧一陇 时

,

就可得到三层水平层状介质的解
,

当令区域 马
,

几 无

限小时
,

在 ( 1 2) 式中边界积分的贡献亦趋近于零
,

此时同拌可得到三层水平层状介质的

解
。

当令 伪 ~ 伪 一 sP 时
,

方程 ( 12 )
、

( 13) 就退化到了二层起伏介质的情形
。

当令 p , ~ 烧

一伪一 p ; ~ sP 时
,

积分方程 ( 1 2 ) 就退化到了均匀介质的情形
。

由此还可看到
,

由于区域

马
,

马 的存在即横向不均匀体的存在
,

边界 几
,

几 的电荷分布决定着地表电位分布对均匀

水平层状介质电位分布的畸变石

三
、

边界单元法
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用直线单元对边界 rl
,

r’ 和 几进行剖分
,

设 lr 上有 Ns 个节点
,

几 上有 N ,

个节点
,

几 上有眺 个节点
。

NE ~ Ns + N , ,
N D ~ NE + 姚

。

将 l( 2)
、

( 13 ) 和 ( 1 4 ) 式中的边界积

分分解为诸单元 .r 上的积分之和
。

如在 ( 1 2 ) 式中
,

对第 i 个节点
,

可写出如下离散化的

积分方程
:

。 ,

1 1
、

~ 「
, ,

a , 】一
U 气扒少 ~ 两

.
,仰八产 , 一 乙 lP 叹丁 一 丁 ,乡 !

_
U 左丁a l 一

P I
价

I
,. J ’ ,

,
`

一 2斌李一与二 f 。粤` r
.

碑 伟 几 J 几 哪
( 15 )

单元 几 上的积分用高斯积分 〔 l〕 及尤拉变换法 〔6〕 计算
。

.

因为在 ( 12 ) 式中
,

边界积

分中的 U 函数都是一次的
,

所以各单元的积分之和将是各节点上 U 值的一次函数
,

于是上

式可写成
:

U (声 ) ~ 两
·

I
·

仰
,

(声 ) 一 刀
j一气+ l

凡U (肠 ) 一
刀口

刃
j一万召+ j

凡 U (勿 ) ( 1 6 )

其中凡是与节点 ij 有关的函数
。

同理
,

在 ( 1 3 ) 式中
,

对第 m 个节点
,

,
1

. ,

1 1
、 , , 」 _

、 、 , , I _ 、

_
L共尸, 十 、宁 一 兮 ,妈

1 / k , 吓 , J U 、 如 , 一
` P’ lP P’

可写出
:

I
·

仰
,

(卜 )/ 2 一

J一万召+ l .jF
U (肠 ) 一

j一扮召十 l
-jF U (肠 )

对边界 几 上的每个节点都得到如上一个分程
,

对于 r’ 上全部节点
,

得到一个由NJ

组成的线性代数方程组
:

( 1 7 )

个方程

。
·

玩 = 0U 一 凡
1

氏 一 凡
ZU

。

( 1 8 )

降嗽

其中

凡
1
=

在 ( 14 )

玩 ~

0U -

U n, + : ,
U . + : , 。

二 ,

U en 〕 ,

认 ~ U沁+ : ,
U山` + : , … , U如〕

,

·

〔 , `
(际

+ , )
,
呐

`
(际

+ 2 )
, … ,

叭
`
(际〕 / 2

二 注 _ 生、
塑

’ 、
p一 伪

`

4兀

八 1
. ,

1
u 蕊于 叫卜 、兮

口

` P’ p l

凡+l
,

R ` + 乞

F旧+ 一阳+ :

F阳+ : .

阳+ :

F阳+l
.

F褪 + 2
,

宝 凡
2
~

、
.

Ns 十
: … 、 二」 凡

E .

阳+ :

对第 n 个节点
,

可写出
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会
〔
泰

+ (

六
一

六
,、

:

/ (`二 ,〕 U (“ , 一 “ !· (“ ’ / 2 -

超
刀 .)F U (勿 ) 一

塑
刀

J. 扮召十 1 夕一刀召+ 1
.jF U (乃 )

。

( 1 9 )

对 sr 上每个节点都可得到如上一个方程
,

对于 几 上全部节点
,

得到一个由从 个方程组成

的线性代数方程组
:

( 2 0 )

其中

低
2
认 = V o 一 F

n 1U
tn

一 F
n Z U

n

V 。 = I〔如*

(巧
E+ ; )

,

咖
人

(伽
+ 2

)
, … ,

砚、 ^ ( p
N D

) 〕

。生 _ 生 、 竺旦土上兰
、

户 伟
尹

4汀

(二
1

、

一 — 少+ì机

+

J.二ō矛于护

…
1
1... ..̀

、

l…
,J IF妇. 十 i ,

播+ 2

凡
已十 : ,

阳+ 2

F阳+1
,

.

阮
+ 2 .

阳

凡叶
z ,

视+ 2 二 `

凡
它+ 1 ,

。

凡
: + 2

.

视+ 2 … 凡
: + 2 ,

阳

F阳
.
N e+ : … F阳

,
N :

、 lwees

ee
esse卫.. ..J

F阳
.

旧十 2 … 凡
。 .

NE

由 ( 1 8 )
、

( 2 0 ) 两式联立求解
,

可得到玩 及 认
,

然后将其代入 ( 1 6) 式便可求得地表上

任一点 i 处的 U ( , )
,

然后对 U (执 ) 进行傅氏反变换即可求得地表 i 点处的电位值
。

四
、

算例

用本文方法对三层介质中下两层为上隆矩形起伏的模型进行了计算
。

在公式 ( 1 2 )
、

以 3)
、

( 1 4 ) 中
,

令 4P 一伪
,

你一伪 即可得此模型
,

见图 2
。

图 3一 8是中间梯度法的视电阻率曲线
。

供电极距妞 是一公里
,

测量极距 NM = 20

米
。

在图 3 中
,

下伏两层介质都是高阻层
,

由于第一层介质中矩形凸起较高
,

即 bl = 90 米
,

第二层介质中矩形凸起只有 10 米
,

故 伪 曲线在矩形凸起上方相对于三层水平曲线有较大

的变化
。

这种变化主要来自于第一层介质起伏高度
。

图 4 是当矩形起伏高度有所下降时

(b
, ~ 40 米时 ) 的中梯曲线

,

这时层状起伏介质的 陇 曲线相对于三层水平介质曲线的畸变

不如图 3 中的畸变大
。

在图 7
、

图 8 中
, p , ~ l 。 一m

,

仇一 20 。一 m
,
肉 ~ 80 0。 一m

,

即最下

伏层是高阻层
,

由于第一层介质是水平的
,

无起伏
,

只有第二层介质存在起伏
,

故 仇 曲线

在矩形起伏上方相对于三层水平介质曲线有所增大
,

但这个增大值不如图 3
、

图 4 中的增

大值明显
,

这表明第一层介质中的矩形起伏对 岛 曲线的影响更大
,

而第二层介质中的矩形

起伏对 协 曲线的影响较小
。

图 5 和图 6 是下伏两层介质都为低阻体时的中梯 岛 曲线
,

其中
p : 是 50 0 欧米

,

仇一 1 欧米
,
伪 ~ .0 5 欧米

。

此时 伪 曲线在矩形起伏上方要比三层水平曲

线小
,

它随着 b ,

的增大而减小
,

图 9 和图 10 分别是下伏两层介质为高阻层和低阻层时的视电阻率测深曲线
。

在图 9
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氏卜

图 4

P S

图 5

!
7

.

4 5 36

P s

9
.

038 2

4 7 38 13

5
.

7 5 09 5
一 」 」 X

10 On l

P , = 0
.

SQ m
a , 二 1 0m

b , 二 1 0m

1 6 0 n l
J 6伪”

一 I O0m

P . 二 5 00Q

0

m P : 二 I O m
H . = 1 0伪 n

b . 二 g o n l

H , 二 1 00n
l

3 2二 1 0m

P
. 二 I Q

一

m

H : 二 10 0n l

P
, 二 2 0Q

一

m

a . 二 IOn l

P
, 二 8 0晚

。

m

b , 二 0 a , 二 1《加

H . 二 1 0如 1

b Z二 6度如

图 6

) P s

5
.

899 7 6

4
.

7 3 8 1 3

1 6 0 n l

p
. 之 I Q

一

m

H : 二 10如 1

P
, 二 20Q

一

m

a . 二 1咤b l b .

P
, 二 8 0旧

一

m

二 o a : = 1 0 n l

图 8

图 7

中
,

p , ~ I Q一 m
, 伪 == 10 00 一m

, 伪 = 3 00。一 m
。

曲

线③是三层水平介质的测深曲线 ; 曲线 ②是第一

层介质中矩形起伏为 30 米高
、

10 米宽
,

第二层介

质中矩形起伏为 1米高
、

10 米宽时的测深曲线;曲

~ ~ ~ 、 线①是第一层介质中矩形起伏为 50 米高
、

10 宽
,

第

二层介质矩形起伏为 1 米高
、

10 米宽时的测深曲

`
J

` 万;m0 线
。

由图 9 可看到
,

由于第一层介质中矩形起伏高

忆拒黔 度的不同
,

在矩形起伏正上方地表观测点的测深曲
一

线也不同
,

当 b ,

值越大
,

则测深曲线的位置也越
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点电源二维起伏界面三层介质边界单元法
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高
,

这说明第一层介质起伏越高
,

视电阻率曲线相对于三层水平层状介质曲线的畸变也越

大
。

图 10 是下伏两层介质为低阻时的测深曲线
,

当 b ,

值越大时
,

测深曲线的位置也越低
。

总之
,

无论是高阻曲线或是低阻曲线
, 陇 测深曲线对第一层介质中矩形起伏的变化反映还

是明显的
。

在地电阻率法中
,

研究视电阻率随时间的变化是地电预报地震的主要目的
。

我们用本

文方法对第一层介质中真电阻率随时间变化时的情景作了一些计算
.

图 11 是当第一层介

质起伏高度为 80 米
、

PJ 随时间作正弦变化时的视电阻率曲线随时间变化图
,

在图中可以

看到
,

当 p ,
以不同的幅度随时间变化时

, 仇 曲线的形态变化差异还是相当大的
。
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图 1 1

五
、

结论

本文通过对点源二维起伏层状介质边界单元方法的研究
,

阐述了边界单元方法原理
,

拓宽了边界单元法在电法勘探中的应用范围
,

在理论推导中对层状起伏介质中水平边界

积分的消除以及对边界积分中电位谱法向导数的消除都是成功的
,

这就大大减少了未知

量的个数
,

大量地节省了计算机内存
。

本方法所需的计算机内存很小
,

可在微机上进行计

算
。
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由理论分析可以看到
,

本文也适用于三层水平介质中夹有任意形状的异常体的问题
。

它对地电阻率法的台址条件
、

台站环境干扰影响的研究及对复杂地电条件下视电阻率资

料的解释都有较大的理论意义和实际意义
。

(本文 1 9 9 1 年 1 0 月 31 日收到 )
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