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摘要:混合结构的阻尼矩阵不满足经典阻尼条件,导致传统的模态叠加法无法适用。复阻尼理论无

法适用于时域计算,其自由振动响应中存在发散现象。针对混合结构的阻尼矩阵非比例性和复阻

尼理论的时域发散性,基于频域等效原则构建了求解Rayleigh阻尼系数的数学优化模型,进而得

到与复阻尼理论等效的Rayleigh阻尼运动方程。算例分析表明:依据位移时程响应和结构等效阻

尼比可证明Rayleigh阻尼运动方程的正确性。基于本文研究成果,等效复阻尼理论的混合结构

Rayleigh阻尼运动方程可直接采用模态叠加法,结合其确定的结构等效阻尼比,为混合结构的振型

分解反应谱法提供理论依据。
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Abstract:Thetraditionalmodalsuperpositionmethodcannotbeusedtomodelmixedstructures
becausethedampingmatrixofmixedstructuresdoesnotmeettheclassicaldampingcondition.In
addition,thecomplexdampingtheorycannotbeappliedintimedomaincalculationsbecauseof
thedivergenceinstructuralfreevibrationresponse.Tosolvetheseproblems,inthispaper,a
mathematicaloptimizationmodelforsolvingRayleighdampingcoefficientsisconstructedbased
onthefrequencydomainequivalenceprinciple.Modalmassparticipationfactorsareusedas
weightingfunctionandthecoefficientsareusedasvariables,whichcanbecalculatedbythe
mathematicalmodel.TheRayleighdampingmotionequation,whichisequivalenttocomplex
dampingtheory,isobtained.ThecalculatedresultsshowthatthecorrectnessofRayleighdamp-



ingmotionequationisprovedaccordingtothedisplacement-timehistoryresponseandstructural
equivalentdampingratio.Basedontheresultsofthisstudy,theRayleighdampingmotionequa-
tionofmixedstructures,whichisequivalenttocomplexdampingtheory,candirectlyusethe
modalsuperpositionmethod.Combinedwithstructuralequivalentdampingratios,itcanprovide
atheoreticalbasisformode-superpositionresponsespectrummethodsofmixedstructures.
Keywords:mixedstructures;complexdamping;frequencydomainequivalentprinciple;Rayleigh

damping;equivalentdampingratio

0 引言

复阻尼理论具有使结构能量耗散与激励频率无

关从而与实际相符的优点[1],但存在计算结果可能

发散的缺陷[2]。Rayleigh阻尼矩阵为结构质量矩阵

和刚度矩阵的线性组合,满足经典阻尼条件,易于求

解且不存在计算结果发散现象,因而得到广泛应

用[3]。Rayleigh阻尼矩阵依赖于质量矩阵和刚度矩

阵的合理组合,系数的选取对计算结果的合理性影

响显著[4-5],因此许多学者针对 Rayleigh阻尼矩阵

系数提出了不同的计算方法:Yoshida等[6]提出了

在结构频率敏感范围内构建Rayleigh阻尼矩阵的

方法;董云等[7]建议基于结构基频、地震波反应谱和

结构模态分析结果确定Rayleigh阻尼矩阵系数;邹
德高等[8]依据结构的频率特性和地震动的频谱特性

计算Rayleigh阻尼矩阵系数;陈旭等[9]选取控制结

构反应的子结构周期来计算Rayleigh阻尼矩阵系

数;潘旦光[10]以结构位移反应峰值的误差为目标函

数,建立求解Rayleigh阻尼系数的优化方程;黄维

等[11]基于随机地震动激励下位移响应误差最小,得
到相应的混合结构Rayleigh阻尼模型。

针对不同材料单元组成的混合结构,即使各单

元的阻尼矩阵满足经典阻尼条件,结构总阻尼矩阵

也不再满足经典阻尼条件[12]。本文利用Rayleigh
阻尼易于求解的优点,基于与复阻尼等效的原则,确
定Rayleigh阻尼矩阵系数,进而实现混合结构的模

态叠加法。

1 等效复阻尼的Rayleigh阻尼

1.1 基于频域等效原则的Rayleigh阻尼

黏性阻尼理论存在能量耗散与激励频率相关的

缺陷,导致结构高频模态地震作用效应偏小[13]。相

比黏性阻尼理论,复阻尼理论具有耗散能量与激励

频率无关的优点,其阻尼矩阵仅依赖于结构的阻尼

特性,更适用于混合结构的动力响应分析。
在地震作用下,多自由度结构基于复阻尼假定

的动力方程为:

M̈x(t)+iKηx(t)+Kx(t)=-MIgg(t) (1)
式中:M 为结构质量矩阵;K 为结构刚度矩阵;Kη =

∑
e
ηeKe 为结构复阻尼矩阵,ηe 和Ke 分别为单元e

的复阻尼系数和刚度矩阵;g(t)为地震加速度;i为

虚数单位;Ig 为与地震动输入有关的向量,与g(t)
方向相同的位移自由度元素为1。

同一个结构基于Rayleigh阻尼假定的动力方程

如下:

M̈x(t)+(α1M +α2K)̇x(t)+Kx(t)=-MIgg(t) 
(2)

式中:α1和α2分别为质量矩阵和刚度矩阵的组合系

数。
将式(1)和式(2)从时域转化到频域,得:

-􀅼2MΓ+iKηΓ+KΓ=-MIgΩ (3)

-􀅼2MΓ+i􀅼(α1M +α2K)Γ+KΓ=-MIgΩ
(14)

式中:Γ 为x(t)的傅里叶变换;Ω 为g(t)的傅里叶

变换。
要使式(4)与式(3)等效,两式的阻尼力项应该

相等,即:

α1M +α2K=
1
􀅼Kη  (5)

此时结构的第t阶振型的阻尼比为:

ξt=
α1

2ωt
+
1
2α2ωt  (6)

式中:ωt 为第t阶振型的频率。
混合结构由m 种材料组成,每种材料对应的阻

尼比为ξi(i=1,2,…,m),以Rayleigh阻尼矩阵的

系数α1 和α2 为变量,采用最小二乘法进行拟合,引
入目标函数。理论上,要求等式(5)在全部外荷载

作用频率范围内成立,实际上是做不到的。为尽可

能等效,应该选取尽可能多的结构对外荷载作用响

应显著的频率,即结构自振频率。考虑到小阻尼情

况下,结构有阻尼自由振动的频率与无阻尼自由振动

的频率差别较小,因此将􀅼取为后者是合理可行的。
将式(5)等号两边分别表示为:
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以振型参与质量系数作为每阶自振频率处逼近

程度的权系数,构建目标函数。同时,结构的振型等

效阻尼比不能超出材料阻尼比范围,增加相应的约

束方程,从而构建以下数学模型
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(7)

式中:rt 为结构第t阶振型的质量参与系数;s为振

型个数,根据计算精度要求确定,具体可以参考有关

规范规程。

1.2 算例分析

如图1所示,以钢-混凝土组成的5层剪切型混

合框架结构为例进行分析,钢结构的阻尼比为0.02,
钢筋混凝土结构的阻尼比为0.05。

质量矩阵为:

M =

2.0 0 0 0 0
0 2.0 0 0 0
0 0 2.8 0 0
0 0 0 2.8 0
0 0 0 0 3.0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û
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úú

×1000kg (8)

刚度矩阵为:

K=

1.5 -1.5 0 0 0
-1.5 3.0 -1.5 0 0
0 -1.5 3.3 -1.8 0
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0 0 0 -1.8 4.2

é
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×105N/m

(9)
复阻尼矩阵为:

Kη =

0.06 -0.06 0 0 0
-0.06 0.12 -0.06 0 0
0 -0.06 0.24 -0.18 0
0 0 -0.18 0.36 -0.18
0 0 0 -0.18 0.42

é
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ê
ê
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ê
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ù

û
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×

105N/m (10)

选取混合结构的前4阶振型即可满足精度计算

要求[14],由式(7)计算出 Rayleigh阻尼矩阵系数

α1=2.2459×10-1 和α2=5.5018×10-3。 分别采

用复阻尼理论和等效复阻尼的Rayleigh阻尼理论

进行不同地震波作用下结构顶层结构水平位移响应

的 时域数值计算,结果如图2所示。可以看出,两种

图1 混合框架结构的质量和刚度分布图

Fig.1 Massandstiffnessdistributionofthehybrid
framestructure

图2 复阻尼和Rayleigh阻尼对比分析

Fig.2 Comparativeanalysisofcomplexdampingand
Rayleighdamping
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阻尼理论得到的位移响应基本一致,证明了等效复

阻尼的Rayleigh阻尼理论的正确性,进而使得混合

结构的动力响应求解可以使用常规的振型分解法

实现。

2 结构的等效阻尼比对比分析

由式(6)可以求得结构的各振型等效阻尼比,参
考以往研究成果,以模态振型的质量参与系数作为

权系数,对结构的各振型等效阻尼比进行加权平均,
可得混合结构的等效阻尼比[15]:

ξe =
∑
s

t=1
rtξt

∑
s

t=1
rt

 (11)

以下将本文方法和具有代表性的其他几种方法

计算得到的结果进行对比,进一步验证等效复阻尼

的Rayleigh阻尼的正确性。
以图1所示5层钢-混凝土剪切型框架为例,将

钢筋混凝土和钢构件的临界阻尼比分别取为0.05
和0.02,并将0.05和0.02作为等效结构阻尼比的上

限值和下限值,根据本文方法(FR法)、文献[16]基
于应变能法(ND法)、文献[17]和[18]基于复频率

法(FPD法)计算得到的各振型等效阻尼比和结构

等效阻尼比分别如表1、表2所列。
表1 不同方法计算的振型等效阻尼比

Table1 Modalequivalentdampingratiosof
differentmethods

振型阶数
等效阻尼比
(ND法)

等效阻尼比
(FPD法)

等效阻尼比
(FR法)

1 0.0458 0.0402 0.0500
2 0.0317 0.0280 0.0353
3 0.0414 0.0328 0.0402
4 0.0382 0.0306 0.0466
5 0.0330 0.0442 0.0500

表2 不同方法计算的结构等效阻尼比

Table2 Structuralequivalentdampingratiosof
differentmethods

方法类型 ND法 FPD法 FR法

结构等效阻尼比 0.0440 0.0385 0.0480

由表1可知,ND法、FPD法和FR法的振型阻

尼比均在材料的临界阻尼比区间范围内,与实际情

况相符。
将表2的3个结构等效阻尼比代入式(1),可计

算得到图1所示5层钢-混凝土剪切型混合框架结

构的顶层位移,如图3所示。由图3可知,ND法、

FR法与FPD法的计算结果基本相同,从而进一步

证明了本文方法的正确性。

图3 迁安波东西分量作用下混合结构顶层

位移响应对比

Fig.3 Comparisonbetweentopdisplacementresponses
ofthestructureundereast-westcomponentof
Qiananwave

3 结论

经理论推导和算例分析,得到以下结论:
(1)在复阻尼理论的基础上,利用频域内阻尼

力等效原则构建求解Rayleigh阻尼系数的数学优

化模型,计算得到等效复阻尼的Rayleigh阻尼,使
得结构动力方程易于采用常规的振型分解法求解,
避免了复阻尼假定时动力方程求解的复杂性。

(2)针对混合结构,分别采用等效复阻尼的

Rayleigh阻尼与采用复阻尼两种方法计算,结果基

本吻合,说明本文提出的等效复阻尼的Rayleigh阻

尼方法是合理可行的。
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