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非饱和土中剪切S波的传播特性分析

柳鸿博１,周凤玺１,２

(１．兰州理工大学土木工程学院,甘肃 兰州７３００５０;

２．西部土木工程防灾减灾教育部工程研究中心,甘肃 兰州７３００５０)

摘要:基于对非饱和多孔介质的研究成果,考虑孔隙中的液相和气相的相互影响,研究非饱和土地

基中剪切S波的传播特性.通过非饱和土中固相、液相和气相的质量平衡方程、动量平衡方程和非

饱和土有效应力原理,建立问题的弹性波动方程,经过理论推导给出非饱和土中剪切S波的弥散特

征方程.通过数值算例分析剪切S波的波速和衰减系数随饱和度、频率和固有渗透系数等因素的

变化规律.结果表明,剪切S波的波速几乎不受饱和度的影响,但其随着频率的增大而减小,随着

固有渗透系数的增大先不变后增大;剪切S波的衰减系数随着饱和度和频率的增加均增大,而随着

固有渗透系数的增大先不变后增大最后减小.
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PropagationCharacteristicsofSＧwavesinUnsaturatedSoil

LIU Hongbo１,ZHOUFengxi１,２
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Abstract:Basedonresearchintounsaturatedporous media,propagationcharacteristicsofSＧ
wavesinunsaturatedsoilwerestudiedbyconsideringtheinteractionbetweenliquidandgasphaＧ
sesinthepores．Elasticwaveequationswereestablishedaccordingtothemassbalanceequation,

themomentumbalanceequation,andtheeffectivestressprincipleofunsaturatedsoil．ThedisＧ
persionequationofSＧwavesinunsaturatedsoilwasobtainedaftertheoreticaldeduction．Finally,

theinfluencesofsaturationdegree,frequency,andintrinsicpermeabilitycoefficientonSＧwave
velocityandattenuationcoefficientarediscussedusingnumericalexamples．Resultsshowedthat
thewavevelocityofSＧwavesishardlyaffectedbydegreeofsaturation,butdecreaseswithinＧ
creasingfrequency;itfirstremainsunchanged,thenincreaseswithanincreasingintrinsicpermeＧ
abilitycoefficientTheattenuationcoefficientofSＧwavesincreaseswithincreasingsaturationdeＧ
greeandfrequency;however,withincreasingintrinsicpermeabilitycoefficient,itfirstremains



unchanged,thenincreases,thenfinallydecreases．
Keywords:unsaturatedsoils;SＧwaves;wavevelocity;attenuationcoefficient;dispersioncharacＧ

teristics

０　引言

随着科技的进步,不同学科和不同行业之间的

联系越来越紧密,弹性波在多孔介质中的传播问题

成为岩土工程、地震工程和声学等学科领域的重要

研究课题.从 Biot建立了饱和多孔介质中波的传

播理论后,很多学者[１Ｇ７]从不同的角度对饱和土中的

弹性波传播问题进行了研究,在很大程度上促进了

各科学领域对Biot理论的应用,并且对其正确性做

出了检验.然而,非饱和土在工程建设中大量存在,
其间存在着毛细压力和各相间的耦合效应,使得非

饱和土中弹性波的传播特性明显有别于饱和土和单

相介质.因此,很有必要考虑固体骨架和孔隙液体

和气体构成的三相多孔介质,研究非饱和状态下弹

性波的传播特性.Singh等[８]分析了平面剪切波在

两种不同弹性孔隙介质空间分界面上的反射与透射

问题;徐明江等[９]基于混合物理论给出了体波的传

播速度及衰减的解析表达式,并通过数值分析表明

４种体波均具有不同程度的弥散性;陈炜昀等[１０]基

于多相孔隙介质弹性理论,给出了非饱和土中不同

弹性波的传播方程,并在数值算例中分别研究了各

反射波与透射波的能量比例系数受入射频率、入射

角度以及上下土层土体饱和度变化的影响情况;

Tomar等[１１]对无限范围内非饱和膨胀多孔弹性介

质中的时间谐波的传播特性问题进行了研究.
虽然目前针对非饱和土中弹性波的传播做了一

些研究,但仍不完善,已有的研究中均假设孔隙中液

相和气相无相互影响.本文在已有研究的基础上,
将液相方程和气相水分方程有机结合起来,通过质

量平衡方程、动量平衡方程和有效应力原理等基本

方程,经过理论推导得到剪切S波的波速和衰减系

数的数学表达式,最后通过参数分析讨论了其波速

和衰减系数随饱和度、频率和固有渗透系数等参数

的变化规律.

１　控制方程

１．１　质量平衡方程

对于非饱和多孔介质,固体骨架间的孔隙由气

相和液相共同填充.土的孔隙率用n 表示,液相饱

和度Sl 和气相饱和度Sg 是液相和气相分别占据的

体积与孔隙总体积之比,故Sl＋Sg＝１.

忽略各相间的非对流项,固相、液相和气相的质

量平衡方程可以表示[１２]:

　∂ (１－n)ρs[ ]

∂t ＋ Ñ (１－n)ρṡus[ ] ＝０ (１a)

∂(nSlρl
w)

∂t ＋ Ñ(nSlρl
ẇul)＋

∂(nSgρg
w)

∂t ＋

Ñ(nSgρg
ẇug)＝０ (１b)

∂(nHSlρl
a)

∂t ＋ Ñ(nHSlρl
ȧul)＋

∂(nSgρg
a)

∂t ＋

Ñ(nSgρg
ȧug)＝０ (１c)

式中:uα(α＝s,l,g)表示α相介质的位移矢量,其中

us、ul 和ug 分别表示固相、液相和气相的位移矢量;

ρs 表示固体颗粒的密度;ρα
i 表示α 相中成分i(i＝

w,a)的密度,其中ρl
w、ρg

w、ρg
a 和ρl

a 分别表示液态

水、水蒸气、干气和溶解于液相中的空气的密度;H
为溶解度体积系数.式(１b)和(１c)中,将液态水分

和气态水分,干燥气体和溶解气体有机结合起来.
忽略溶于孔隙水中的气体,且考虑ρl

w 和ρg
a 为

常数,将式(１)展开,整理后可得到

－
∂n
∂t＋(１－n)１

ρs
∂ρs

∂t ＋(１－n)Ñus＝０　

(２a)

　　n(ρl
w －ρg

w)
∂Sl

∂t ＋n(１－Sl)∂ρ
g
w

∂t ＋

Slρl
w ＋(１－Sl)ρg

w[ ]
∂n
∂t＋

nSlρl
w Ñul＋nSgρg

w Ñug＝０ (２b)

(１－Sl)ρg
a
∂n
∂t－nρg

a
∂Sl

∂t ＋n(１－Sl)ρg
a Ñug＝０

(２c)
根据式(２a),孔隙比随时间的变化率可以表示

为[１３]:

∂n
∂t＝ζ Sl∂Pw

∂t ＋Sg∂Pg

∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷＋ζKs Ñus　 (３)

式中:ζ＝(α－n)/Ks,α＝１－K/Ks,其中Ks 为土

颗粒的体积模量,K ＝λ＋２μ/３为土骨架的体积模

量,λ和μ 为拉梅常数;Pw 和Pg 分别为孔隙水压力

和孔隙气压力.
气相中的水蒸气密度可以表示为[１４]:

ρg
w ＝RHρg

w０　 (４)
式中:RH ＝exp{－Mwψ/(RTρl

w)}表示相对湿度;
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ρg
w０ 为饱和水蒸气密度;Mw ＝０．０１８０１６kg/mol为

水蒸气摩尔质量;ψ ＝Pg －Pw 为基质吸力;R ＝
８．２１４４J/mol/K为摩尔气体常数;T 为绝对温度.

结合式(４)可以得到水蒸气密度随时间的变化

率

∂ρg
w

∂t ＝－ρg
wMw

ρl
wRT

∂Pg

∂t －
∂Pw

∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 (５)

　　 基于VＧG模型[１５],饱和度随时间的变化率可以

表示为:

∂Sl

∂t ＝ －χmd(１－Sw０)(Se)(m＋１)/m

(Se)－１/m －１[ ]
(d－１)/d ∂Pg

∂t －
∂Pw

∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷ (６)

式中:χ、m、d均为VＧG模型的材料参数;Se＝(Sl－
Sw０)/(Ssat－Sw０)表示有效含水饱和度,其中Sw０ 为

残余饱和度,Ssat 为饱和饱和度,考虑Ssat＝１.
将式(３)、(５)和(６)代入式(２b)和(２c)并将其

展开,可得到

　　A１１
∂Pw

∂t ＋A１２
∂Pg

∂t ＋A１３ Ñul＋

A１４ Ñug＋A１５ Ñus＝０ (７a)

A２１
∂Pw

∂t ＋A２２
∂Pg

∂t ＋A２４ Ñug＋A２５ Ñus＝０

(７b)
式中:

A１１＝ －n (ρl
w－ρg

w)Asl －(１－Sl)ρ
g
wMw

ρl
wRT

é

ë
êê

ù

û
úú＋SlAζ１,

　A１２＝n (ρl
w －ρg

w)Asl －(１－Sl)ρ
g
wMw

ρl
wRT

é

ë
êê

ù

û
úú＋

(１－Sl)Aζ１,

A１３＝nSlρl
w,A１４＝n(１－Sl)ρg

w,A１５＝KsAζ１,

A２１＝SlAζ２＋nρg
aAsl,A２２＝ (１－Sl)Aζ２－nρg

aAsl,

A２３＝０,A２４＝n(１－Sl)ρg
a,A２５＝KsAζ２,

Asl ＝ －χmd(１－Sw０)(Se)(m＋１)/m (Se)－１/m －１[ ]
(d－１)/d,

Aζ１＝ζ Slρl
w ＋(１－Sl)ρg

w[ ] ,Aζ２＝ζ(１－Sl)ρg
a

通过式(７a)和(７b)可以得到

－
∂Pg

∂t ＝a１１ Ñul＋a１２ Ñug＋a１３ Ñus (８a)

－
∂Pw

∂t ＝a２１ Ñul＋a２２ Ñug＋a２３ Ñus (８b)

式中:

a１１＝
A１３A２１

A１２A２１－A１１A２２
,a１２＝

A１４A２１－A１１A２４

A１２A２１－A１１A２２
,

a１３＝
A１５A２１－A１１A２５

A１２A２１－A１１A２２
,a２１＝

A１３A２２

A１１A２２－A１２A２１
,

a２２＝
A１４A２２－A１２A２４

A１１A２２－A１２A２１
,a２３＝

A１５A２２－A１２A２５

A１１A２２－A１２A２１

１．２　 渗流连续性方程

广义Darcy定律通常被用来描述气体和水在孔

隙中的运动规律.对于各相同性介质,忽略其体积

力,则有

nSl(̇ul
i －̇us

i)＝－
kl

ρl
wg

(ÑPw ＋ρl
ẅul

i)　 (９a)

nSg(̇ug
i －̇us

i)＝－
kg

ρgg
(ÑPg＋ρg̈ug

i)　 (９b)

式中:g 表示重力加速度;ρg ＝ρg
w ＋ρg

a 表示气体总

密度;kl 和kg 分别表示孔隙水和孔隙气的渗透系

数,可以表示为

kl＝ρl
wg
ηl

krlk　 (１０a)

kg＝ρgg
ηg

krgk　 (１０b)

其中:ηl 和ηg 分别表示液相和气相的动态黏滞系

数;k表示固有渗透系数;krl 和krg 分别表示液相和

气相的相对渗透系数[１６]

krl＝ Se １－(１－(Se)１/m)m[ ] ２　 (１１a)

krg＝ １－Se １－(Se)１/m[ ] ２m　 (１１b)
通过式(９a)和(９b)可以得到:

　　－ ÑPw ＝ρl
wg
kl

nSl(̇ul
i －̇us

i)＋ρl
ẅul

i (１２a)

　－ ÑPg＝ρgg
kg

n(１－Sl)(̇ug
i －̇us

i)＋ρg̈ug
i (１２b)

１．３　 动量平衡方程

忽略体积力后,非饱和多孔介质的动量平衡方

程可以表示为:

σtot
ij,j ＝ρs̈us

i＋ρl̈ul
i＋ρg̈ug

i　 (１３)
式中:ρi(i＝s,l,g)表示i相介质的表观密度,且有

ρs̈us
i＝(１－n)ρs̈us

i　 (１４a)

ρl̈ul
i＝nSlρl

ẅul
i＋nSgρg

ẅug
i　 (１４b)

ρg̈ug
i ＝nSgρg

äug
i　 (１４c)

根据有效应力原理,总应力σtot
ij 可以表示为[１７]

σtot
ij ＝σ′ij－δijα(SlPw ＋SgPg)　 (１５)

式中:σ′ij表示有效应力;δij 为克罗内克尔记号.对

于弹性各向同性材料,位移Ｇ应力本构关系可以表

示为

σ′ij＝λδijus
k,k ＋μ(us

i,j ＋us
j,i)　 (１６)

　　 将式(１４)~ (１６)代入式(１３),可以得到非饱

和多孔介质的动量方程
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μus
i,jj ＋(λ＋μ)us

j,ij －α(SlPw,i＋SgPg,i)＝
(１－n)ρs̈us

i＋nSlρl
ẅul

i＋n(１－Sl)ρg̈ug
i

(１７)

１．４　 波动方程

引入液、气两相流体分别相对于固体骨架的相

对位移uf
i 和ua

i

uf
i＝nSl(ul

i－us
i)　 (１８a)

ua
i ＝n(１－Sl)(ug

i －us
i)　 (１８b)

将式(８a)、(８b)和式(１２a)、(１２b)合并,并与式

(１７)联立,可得到考虑液态水分和气态水分相结合

的非饱和多孔介质的波动方程

μ Ñ２us＋(λs＋μ)Ñ(Ñus)＋rsf Ñ(Ñuf)＋

rsa Ñ(Ñua)＝ρ̈us＋ρl
ẅuf＋ρg̈ua (１９a)

B１ Ñ(Ñus)＋B２ Ñ(Ñuf)＋B３ Ñ(Ñua)＝

ρl
ẅus＋υf̈uf＋lḟuf (１９b)

B４ Ñ(Ñus)＋B５ Ñ(Ñuf)＋B６ Ñ(Ñua)＝

ρg̈us＋υäua＋lȧua (１９c)
式中:

λs＝λ＋αSlB１＋α(１－Sl)B４,

rsf＝αSlB２＋α(１－Sl)B５,

rsa＝αSlB３＋α(１－Sl)B６,

ρ＝(１－n)ρs＋nSlρl
w ＋n(１－Sl)ρg,

B１＝
A１５A２２－A２５A１２

(１－n)(A１１A２２－A１２A２１)
,

B２＝ ρl
wA２２

A１１A２２－A１２A２１
,B３＝ ρg

wA２２－ρaA１２

A１１A２２－A１２A２１
,

B４＝
A１５A２１－A１１A２５

(１－n)(A１２A２１－A１１A２２)
,

B５＝ ρl
wA２１

A１２A２１－A１１A２２
,B６＝ ρg

wA２１－ρaA１１

A１２A２１－A１１A２２

υf＝ρl
w

nSl
,υa ＝ ρg

n(１－Sl)
,lf＝ηl

κkrl
,la＝ηg

κkrg

２　 非饱和土中S波的特征方程

为便 于 分 析,引 进 三 相 介 质 位 移 矢 量 的

Helmholtz分解形式,即:

us＝Ñψs＋ Ñ×Hs　 (２０a)

uf＝Ñψf＋ Ñ×Hf　 (２０b)

ua＝Ñψa＋ Ñ×Ha　 (２０c)
式中:ψs、ψf、ψa 分别为固体骨架、孔隙水和孔隙气

体的标量势函数;Hs、Hf、Ha 分别为固体骨架、孔隙

水和孔隙气体的矢量势函数.其中:

ψα ＝Bαexpi(kSx－ωt)[ ] 　 (２１a)

Hα ＝Cαexpi(kSx－ωt)[ ] 　 (２１b)

式中:α＝s,f,a;i＝ －１;kS 为剪切S波的复波数;

ω 为频率.
将式(２０a)~(２０c)代入式(１９a)~(１９c),并对

方程两端进行旋度运算,将波动方程解耦得到剪切

S波的弥散特征方程:

c１１ c１２ c１３

c２１ c２２ c２３

c３１ c３２ c３３

＝０　 (２２)

其中,特征方程中的元素cij 可以分别表示为:

c１１＝ω２ρ－k２
sμ,c１２＝c２１＝ω２ρl

w,

c１３＝c３１＝ω２ρg,c２２＝ω２υf＋iωlf,

c２３＝c３２＝０,c３３＝ω２υa＋iωla

在三相多孔介质的波动过程中,存在１种剪切S
波,对于给定的频率ω,可以根据剪切波的特征方程

求解出相应的波数.对于式(２２),可以解出两个不

同的S波的复波数kS＝Re(kS)＋iIm(kS),其中Re
和Im分别表示实部和虚部,Re反映常规波数,Im反

映波的衰减特性.由于振幅沿着波传播的方向衰减,
则Im(kS)＞０,故而kS只有１个有意义的复根.则非

饱和多孔介质中剪切S波的波速和衰减系数可以分

别表示为vS＝１/Re(kS)和RS＝ωIm(kS).

３　数值算例分析

通过数值算例分别分析了非饱和多孔介质中剪

切S波(以下简称S波)的传播特性受频率f＝ω/
(２π)、土体饱和度Sl 和固有渗透系数k的影响.数

值算例中所采用的非饱和土体的材料参数如表１
所列.

表１　土体材料参数

Table１　Parametersofsoilmaterial
参数符号(单位) 参数取值

n ０．３７５

ρs/(kg/m３) ２７００

ρl
w/(kg/m３) １０００

ρga/(kg/m３) １．３

ρgw０/(kg/m３) ０．０２７
K/kPa １．０２×１０６

Ks/kPa ３．５×１０７

λ/kPa ９．０×１０６

μ/kPa ４．０×１０６

ηl/(Pas) １．０×１０－３

ηg/(Pas) １８．２×１０－６

Sw０/％ ５
d ２
m ０．５

χ/Pa－１ ０．０００１
T/℃ ２５
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　　不同频率下,S波的波速和衰减系数随饱和度

的变化情况如图１所示.由图１(a)可以看出:饱和

度的变化对S波的波速影响很小,随着饱和度的增

大S波的波速略有减小,但其减小速率很小.同时

可以看出频率越大,S波的波速越大.图１(b)表

明:不同频率下,S波的衰减系数随饱和度的变化曲

线相类似,均表现为在饱和度低于２０％时,S波的衰

减系数基本保持不变;当饱和度超过２０％且逐渐增

大时,其衰减系数随饱和度增大而近似线性增加.
而且随着频率越大,S波的衰减特性也越强.

图１　不同频率下S波的波速和衰减系数随饱和度的变化

Fig．１　Variationofwavevelocityandattenuationcoefficientwithsaturationfordifferentfrequencies

　　图２分别描绘了不同饱和度下S波的波速和衰

减数随频率的变化曲线.图２(a)中三个饱和度下

的波速变化曲线几乎相重合,这与图１(a)相互印

证,均表明S波的波速受饱和度的影响很小;图２
(a)中,S波的波速随频率的变化曲线近似呈双曲线

分布,其变化趋势表现为波速随着频率的增大而减

小,并且在低频区,S波的波速随着频率增大而急剧

减小,而随着频率逐渐向高频区增大,其波速减小速

率越来越慢,最后波速趋于稳定.图２(b)表明S波

的衰减系数在不同饱和度下随频率的变化趋势相

似,均是在低频区,衰减系数急剧增大,而随着频率

越来越大,衰减系数的增大趋势越来越缓慢,最后趋

于稳定状态;同时,可以看出饱和度越大其衰减特性

越强,S波的衰减曲线越向低频区移动.

图２　不同饱和度下S波的波速和衰减系数随饱和度的变化

Fig．２　Variationofwavevelocityandattenuationcoefficientwithfrequencyfordifferentsaturations

　　在固有渗透系数不同时S波的波速和衰减系

数随饱和度的变化曲线如图３所示.图３(a)表

明,固有渗透系数对S波的波速的影响很小;当土

体不完全饱和时,在三个不同的固有渗透系数下,S
波在同一频率时的波速均相同;而在土体逐渐趋于

完全饱和时,较大的固有渗透系数将导致S波的波
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速略有增加.由图３(b)可以看出,固有渗透系数

对S波的衰减系数的影响与频率对其衰减系数的

影响类似,即频率和固有渗透系数越大,S波的衰

减特性越强.

图３　固有渗透系数不同时S波的波速和衰减系数随饱和度的变化

Fig．３　Variationofwavevelocityandattenuationcoefficientwithsaturationfordifferentintrinsicpermeabilitycoefficients

　　图４分别描述了不同饱和度下S波的波速和衰

减系数随固有渗透系数的变化曲线.由图４(a)可
知:在低渗透区,固有渗透系数的变化不会引起波速

的变化,之后波速随着固有渗透系数的增加而迅速

增大,而且随着固有渗透系数的越来越大,其波速变

化曲线趋于平缓,且在不同饱和度下的波速趋于一

致.图４(b)表明不同饱和度下S波的衰减系数均

是先在低渗透区经历一个不变段,然后随着固有渗

透系数增加迅速增大到一峰值然后减小;饱和度越

大,其衰减系数的增幅越大,同时其衰减系数峰值对

应的固有渗透系数越小;在衰减系数的增加段,饱和

度越大其衰减特性越强;相反,在衰减系数的减小

段,饱和度越大,其衰减特性越弱.同时,随着饱和

度 越大,S波的波速和衰减系数的变化曲线均会左

图４　不同饱和度下S波的波速和衰减系数随固有渗透系数的变化

Fig．４　Variationofwavevelocityandattenuationcoefficientwithintrinsicpermeabilitycoefficientfordifferentsaturations

移,向低渗透区靠近.

４　结论

本文基于非饱和多孔介质的基本方程,研究了

剪切S波的传播特性,主要结论有:
(１)饱和度对S波的波速的影响很小;S波的

衰减系数随着饱和度的增大近似呈线性增大趋势.
(２)S波的波速随着频率的增大而减小,其衰

减系数随着频率的增大而增大,但其波速的减小速

率和衰减系数的增大速率均越来越慢,最后波速和

衰减系数都趋于稳定,
(３)不同饱和度下,S波的波速随固有渗透系
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数的增大表现为先不变后增大,最后趋于稳定;而S
波的衰减系数随着固有渗透系数的增加表现为先不

变再增大最后减小.且饱和度不同,其衰减特性的

强弱程度也不同.
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