
第４２卷　第４期

２０２０年７月

地　震　工　程　学　报

CHINAEARTHQUAKEENGINEERINGJOURNAL
Vol．４２　No．４
July,２０２０

　　收稿日期:２０１８Ｇ１２Ｇ１１

　　基金项目:国家自然科学基金(５１２６８０３１,１１６６２００７);甘肃省基础研究创新群体(１４５RJIA３３２)

　　第一作者简介:付艳艳(１９８７－),女,甘肃定西人,博士研究生,主要研究方向为:岩土与地下工程,土Ｇ结构耦合动力学.

EＧmail:６４８００９０８９＠qq．com.

　　通信作者:余云燕(１９６８－),女,浙江江山人,博士,教授,博士生导师,主要研究方向为:岩土与地下工程,土Ｇ结构耦合动力学.

EＧmail:yuyunyan＠mail．lzjtu．cn.

付艳艳,余云燕．全埋入单桩基础横向振动模态正交性研究[J]．地震工程学报,２０２０,４２(４):８３３Ｇ８３９．doi:１０．３９６９/j．issn．１０００－
０８４４．２０２０．０４．８３３
FUYanyan,YUYunyan．OrthogonalityofTransverseVibrationModesofSingle,FullyＧEmbeddedPiles[J]．ChinaEarthquake
EngineeringJournal,２０２０,４２(４):８３３Ｇ８３９．doi:１０．３９６９/j．issn．１０００－０８４４．２０２０．０４．８３３

全埋入单桩基础横向振动模态正交性研究

付艳艳,余云燕
(兰州交通大学 土木工程学院,甘肃 兰州７３００７０)

摘要:采用 Timoshenko梁模型作为挠曲波在全埋入单桩基础中的传播模型,根据频域中全埋入单

桩基础横向振动时的运动微分方程,结合各节点的力平衡、位移协调方程及局部对偶坐标系中内力

及位移的对偶变换关系,严格推导全埋入单桩基础横向振动的模态正交性条件.以回传射线矩阵

法为基础,求解全埋入单桩基础横向振动的自振频率、衰减系数及不同自振频率所对应的模态,并

通过具体算例验证全埋入单桩基础横向振动模态的正交性条件公式推导的正确性.
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OrthogonalityofTransverseVibrationModesofSingle,
FullyＧEmbeddedPiles

FUYanyan,YUYunyan
(SchoolofCivilEngineering,LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou７３００７０,Gansu,China)

Abstract:TheTimoshenkobeammodelwasusedastheflexuralwavepropagationmodelinasinＧ

gle,fullyＧembeddedpile．Basedonthedifferentialequationoftransversevibrationofsingle,

fullyＧembeddedpilesinafrequencydomain,combinedwiththeforcebalanceanddisplacement
compatibilityequationsofnodesandthedualtransformationoftheinternalforcesanddisplaceＧ
mentsintwolocaldualcoordinatesystems,theorthogonalityconditionsoftransversevibration
modesofasingle,fullyＧembeddedpilewerederived．ByvirtueofthereverberationＧraymatrix
method,thenaturalfrequencies,attenuationcoefficients,andmodescorrespondingtodifferent
naturalfrequenciesforasingle,fullyＧembeddedpileweresolved．AspecificcasestudyisproＧ

posedtoverifythecorrectnessoftheorthogonalityconditionsofmodes．
Keywords:single,fullyＧembeddedpile;transversevibration;mode;orthogonality



０　引言

桩基础在桥梁、港口码头及海洋平台等工程中

应用广泛.它除了要支承上部结构,还会受到船舶、
流凌、水流、水浪的撞击作用.这些作用大都可以简

化为作用在桩基础上的横向动力荷载.对于桩基横

向振动问题的研究,前人已做了大量的工作.刘宗

贤等[１]通过动力分析,给出了桩基础横向自振特性

及在横向动力与地震载荷作用下强迫反应的解析

解.王立忠等[２]通过解析法建立了瑞利波作用下多

层介质中桩体横向位移的计算公式,分析了影响桩

体横向位移变化规律的主要因素.冯永正等[３]推导

出了瑞利波作用下双桩横向相互作用因子的计算公

式.王海东等[４]将采用 Novak薄层法计算地基土

动力阻抗的方法引入到瑞利波作用下桩土横向动力

响应分析中,分别分析了长径比、桩土刚度比、地基

土的泊松比对单桩横向响应的影响.马亮亮[５]和任

夏丽[６]基于回传射线矩阵法研究了斜向激振力(分
解为横向和轴向)作用时结构的瞬态动力响应.以

上研究均是围绕结构振动的位移解析解和振动响应

展开的,而对全埋入单桩基础横向振动模态正交性

方面的研究则甚少涉及.
模态正交性在结构的动力分析中占有十分重要

的地位,在结构自振特性的计算中模态正交性是检

验模态计算结果是否正确的方法之一,故而对其进

行研究是十分必要的.目前,国内外学者对地上结

构模态 正 交 性 的 研 究 已 有 了 一 些 进 展.例 如,

Clough等[７]采用Betti互易定理推导了单根杆轴向

振动和单根梁横向振动的模态正交性;Guo等[８]应

用Betti互易定理推导了复杂框架结构的模态正交

性.彭丽[９]运用复模态方法分析了黏弹性 PasterＧ
nak地基梁上弹性EulerＧBernoulli梁的模态函数的

正交性,并利用正交性将振动方程解耦.但在以往

的研究中对埋入土体中结构的模态正交性的研究却

很少.如付艳艳等[１０]基于回传射线矩阵法,仅对

全埋入单桩基础纵向振动的模态正交性进行了

研究.
本文考虑桩周土体对桩身的作用,对全埋入单

桩基础横向振动的模态正交性进行研究,基于频域

中全埋入单桩基础横向振动的运动方程,推导全埋

入单桩基础对应于不同自振频率的位移模态的正交

性条件,并通过具体的数值算例对公式推导结果的

正确性进行验证.

１　全埋入单桩基础横向振动基本方程

图１所示为本文研究的全埋入单桩基础横向振

动时的力学模型和坐标系,基本假定为:
(１)桩身材料为弹性材料;
(２)桩土紧密接触;
(３)桩周土均质;
(４)桩周土体变形已稳定;
(５)桩土系统振动为小变形;
(６)挠曲波在全埋入单桩基础中的传播模型为

Timoshenko梁模型,桩侧土体对桩身作用采用并

联的线性弹簧kv 和线性阻尼器βv 组成的模型

模拟.

图１　全埋入单桩基础横向振动力学模型及坐标系

Fig．１　Mechanicalmodelandcoordinatesystemfortransverse
vibrationofsinglefullyＧembeddedpile

图１(b)所示的对偶局部坐标系 (x１２,y１２,z１２)
及(x２１,y２１,z２１)的坐标原点分别位于节点１和节点

２处,两个对偶局部坐标系的x及y轴的方向各自相

反.若以l表示桩身长度,则两对偶局部坐标系有

如下的对偶变换关系:

x１２＝l－x２１,y１２＝－y２１,z１２＝z２１　 (１)

　　 图１所示的全埋入单桩基础横向振动的运动方

程为:

　
κ′AG

∂２vys

∂x２ －kvvy －βv
∂vy

∂t ＝ρA
∂２vy

∂t２

EIz
∂３vyb

∂x３ ＋κ′AG
∂vys

∂x ＝ρIz
∂３vyb

∂x∂t２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２)

式中:vy ＝vyb ＋vys 为桩基横向振动时沿y 方向的

横向位移,其中vyb 为绕z 轴的弯矩所引起的挠度,

vys 为沿y 轴的剪力所引起的挠度;ρ、A、Iz 分别表

示桩身材料密度、桩身横截面面积和桩身横截面对

其形心主轴z轴的惯性矩;κ′、E、G 分别表示桩身材

料的横截面剪力系数、杨氏模量和剪切模量.
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令:

vyb(x,t)＝̂vyb(x,ω)eiωt　 (３)

vys(x,t)＝̂vys(x,ω)eiωt 　 (４)

式中:i＝ －１;ω＝ωn＋iλn 为角频率,其中ωn 为自

振频率,λn 为衰减系数;̂vyb 及̂vys 分别为频域中弯矩

和剪力引起的挠度.将式(３)及式(４)代入式(２),
并整理得:

κ′AG
d２̂vys(x,ω)

dx２ ＝ (－ω２ρA＋kv ＋iωβv)̂vy(x,ω)

EIz
d３̂vyb(x,ω)

dx３ ＋κ′AG
d̂vys(x,ω)

dx ＝

－ω２ρIz
d̂vyb(x,ω)

dx

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(５)

　　 对式(５)进行求解,得:

　̂vyb(x,ω)＝a３(ω)eik３x ＋d３(ω)e－ik３x ＋
a４(ω)eik４x ＋d４(ω)e－ik４x (６)

v̂ys(x,ω)＝α３[a３(ω)eik３x ＋d３(ω)e－ik３x]＋
α４[a４(ω)eik４x ＋d４(ω)e－ik４x] (７)

式中:a３、a４ 为待定的入射波波幅,d３、d４ 为待定的

出射波波幅;k３、k４ 为波数,α３、α４ 分别为与k３、k４ 对

应的波引起的vys 与vyb 的比值,其表达式如下:

kj ＝

ω２

c２
０
＋nQæ

è
ç

ö

ø
÷＋(－１)j ω２

c２
０
＋nQæ

è
ç

ö

ø
÷

２

－４ω２nQ
c２

０
－

Q
R２

z

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
j＝３,４ (８)

αj(ω)＝nR２
z k２

j －
ω２

c２
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ j＝３,４　 (９)

其中:Q＝
ω２

c２
０
－

kv

EA－iωβv

EA
;n＝

E
κ′G

为杨氏模量与

修正后的剪切模量之比;Rz＝
Iz

A
为截面的回转半

径;c０＝
E
ρ

为纵波波速.

根据材料的本构关系,可以得到剪力、弯矩、转
角的稳态解表达式为:

V̂y(x,ω)＝iκ′AG[α３k３(a３(ω)eik３x －d３(ω)e－ik３x)＋
α４k４(a４(ω)eik４x －d４(ω)e－ik４x)] (１０)

M̂z(x,ω)＝ －EIz[k２
３(a３(ω)eik３x ＋d３(ω)e－ik３x)＋

k２
４(a４(ω)eik４x ＋d４(ω)e－ik４x)] (１１)

φ̂z(x,ω)＝ik３(a３(ω)eik３x －d３(ω)e－ik３x)＋
ik４(a４(ω)eik４x －d４(ω)e－ik４x) (１２)

２　 回传射线矩阵法求解全埋入单桩基础横

向振动的频率及模态

首先建立节点的散射关系及总体散射关系.根

据图２所示的受力分析图,在频域中对节点１建立

力平衡和位移协调条件,有:

－V̂１２
y (０,ω)＝０

M̂１２
z (０,ω)＝０

－̂v１２
y (０,ω)＝̂u１

Y(ω)

φ̂１２
z (０,ω)＝̂θ１

z(ω)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　 (１３)

图２　节点１受力分析图

Fig．２　Theforceanalysisdiagramofnode１

　　将式(１３)写成矩阵形式:

T１２
qf̂１２

q (０,ω)＝̂p１
q ＝０　 (１４)

T１２
q̂δ１２

q (０,ω)＝̂u１
q 　 (１５)

式中:̂f１２
q ＝

V１２
y (０,ω)

M１２
z (０,ω)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
为频域中节点１的内力向

量;̂δ１２
q ＝

v̂１２
y (０,ω)

φ̂１２
z (０,ω)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
为频域中节点１的位移向量;

p̂１
q ＝

０
０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 为节点１所受的外力向量;̂u１

q＝
û１

Y(ω)

θ̂１
z(ω)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
为

节点１的位移向量;T１２
q ＝

－１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 为局部坐标系

(y１２,z１２)的坐标变换矩阵.
根据图３所示的受力分析图,在频域中对节点２

建立力平衡和位移协调条件,有:

V̂２１
y (０,ω)＋f̂(ω)＝０

M̂２１
z (０,ω)＝０

v̂２１
y (０,ω)＝̂u２

Y(ω)

φ̂２１
z (０,ω)＝̂θ２

z(ω)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　 (１６)

图３　节点２受力分析图

Fig．３　Theforceanalysisdiagramofnode２
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　　将式(１６)写成矩阵形式:

T２１
qf̂２１

q (０,ω)＝̂p２
q 　 (１７)

T２１
q̂δ２１

q (０,ω)＝̂u２
q　 (１８)

其 中:̂f２１
q (０,ω)＝

V２１
y (０,ω)

M２１
z (０,ω)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

和 δ̂２１
q (０,ω)＝

v̂２１
y (０,ω)

φ̂２１
z (０,ω)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
分别为频域中节点２的内力向量和位

移向量;̂p２
q＝ －̂f(ω)

０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
为节点２所受的外力向量;

û２
q＝

û２
Y(ω)

θ̂２
z(ω)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
为节点２的位移向量;T２１

q ＝
１ ０
０ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 为

局部坐标系(y２１,z２１)的坐标变换矩阵.
将式(１０)、(１１)代入式(１４)、(１７)中,整理可

得:

dJ ＝SJaJ ＋sJ　 (１９)
式中:dJ 和aJ 分别表示节点J的入射波和出射波波

幅向量;SJ 和sJ 分别表示节点J的局部散射矩阵和

波源矢量,即外荷载向量.
其中:

d１＝
d１２

３

d１２
４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;a１＝

a１２
３

a１２
４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;s１＝

０
０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
;

S１＝
α３k３ α４k４

k２
３ k２

４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ α３k３ α４k４

－k２
３ －k２

４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;

d２＝
d２１

３

d２１
４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;a２＝

a２１
３

a２１
４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;s２＝ －f̂(ω)

iκ′AG
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

;

S２＝
α３k３ α４k４

k２
３ k２

４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１ α３k３ α４k４

－k２
３ －k２

４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

将各节点的散射关系组集到总体散射关系中,
写成紧凑形式:

d＝Sa＋s　 (２０)
其中:

d＝
d１

d２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;S＝

S１ ０
０ S２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;a＝

a１

a２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;s＝

０
s２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

式中:d、S 、a 、s分别表示全埋入单桩基础横向振

动时的总体出射波波幅向量、总体散射矩阵、总体入

射波波幅向量和总体波源向量.
根据单元的相位关系:

aJK
n (ω)＝PJK

n dKJ
n 　 (２１)

式中:PJK
n ＝－e－iknl,n＝３,４.于是得到入射波波

幅a 和新定义的出射波波幅􀭹d 之间的关系式:

a＝P􀭹d　 (２２)

式 中: 新 定 义 的 出 射 波 波 幅 向 量 􀭹d ＝
d２１

３ d２１
４ d１２

３ d１２
４[ ] T; 散 射 矩 阵 P ＝

－e－ik３l ０ ０ ０
０ －e－ik４l ０ ０
０ ０ －e－ik３l ０
０ ０ ０ －e－ik４l

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

.

引入置换矩阵U＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,得到入射波

波幅a 和出射波波幅d 之间的关系为:

a＝PUd　 (２３)

　　 将式(２３)代入式(２０)中,整理后可得:
[I－R]d＝s　 (２４)

式中:R＝SPU,为全埋入单桩基础发生横向振动时

的回传射线矩阵.模态分析时,结构受到扰动离开

平衡位置后不再受外力的影响,此时s＝０,将其代

入式(２４)中得:
[I－R]d＝０　 (２５)

式中:R 和d 都是关于自振频率ω 的函数.要使式

(２５)中的出射波波幅d 有非零解,则系数矩阵必须

为零,即得到全埋入单桩基础横向振动时的频率方

程:

I－R ＝０　 (２６)

　　 式(２６)为超越方程,在数学上无法求到其精确

解,本文参考文献[１１],基于回传射线矩阵法采用二

分法及黄金分割法对其进行求解. 通过参考文献

[１１]~ [１３]可知,利用该方法求解自振频率,方法

有效且精度较高.
根据伴随矩阵的性质可知:
[I－R]×[I－R]∗ ＝ I－R ×E　 (２７)

式中:[I－R]∗ 表示矩阵[I－R]的伴随矩阵;E 表

示与[I－R]同阶的单位矩阵.则[I－R]∗ 的每一

个非零列可看作出射波波幅向量d的解.得到出射

波波幅向量d 后,就可以通过相位变换关系式(２３)
求得入射波波幅向量a.将求得的a 和d 代入位移

表达式(６)、(７)和(１２),可得桩基础任意一点的挠

度和转角位移,将各点位移归一化后即可得桩基础

的模态.

３　 模态正交性

本文讨论的单桩基础为对称横截面,故文中仅

讨论y 轴方向位移模态的正交性.设δ̂１２
q,i ＝[̂v１２

y．i,

φ̂１２
z,i]T 和̂δ１２

q,j＝[̂v１２
y．j,̂φ１２

z,j]T是单元１２在局部坐标系
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(x１２,y１２,z１２)下分别与固有频率ωi 和ωj 相对应的

位移模态,̂f１２
q,i＝[̂V１２

y,i,̂M１２
z,i]和f̂１２

q,j＝[̂V１２
y,j,̂M１２

z,j]

是单元１２在局部坐标系(x１２,y１２,z１２)下分别与固

有频率ωi 和ωj 相对应的内力向量.单元２１在局部

坐标系(x２１,y２１,z２１)下的量对应表示.

由于vy＝vyb＋vys,φz＝
∂vyb

∂x
,故全埋入单桩基

础横向振动运动方程(５)亦可写为:

κ′AG
d２̂vy

dx２ －κ′AG
d̂φz

∂x ＝ －ω２ρÂvy ＋kv̂vy ＋

iωβv̂vy

κ′AG
d̂vy

dx ＋EIz
d２̂φz

dx２ －κ′AĜφz ＝－ω２ρIẑφz

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(２８)
将式(２８)写成矩阵形式:

Lq̂δq ＝－ω２Mq̂δq ＋Kq̂δq ＋iωBq̂δq　 (２９)

式中:Lq、Mq、Kq、Bq 分别为全埋入单桩基础横向振

动方程的刚度算子矩阵、质量算子矩阵、弹簧刚度矩

阵和阻尼系数矩阵,其表达式为:

Lq ＝
κ′GA d２

dx２ －κ′GA d
dx

κ′GA d
dx EIz

d２

dx２ －κ′GA

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

;

Mq ＝
ρA ０
０ ρIz

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;Kq ＝

kv

０
０
０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

;

Bq ＝
βv

０
０
０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;̂δq ＝

v̂y

φ̂z

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

根据式(２９),有:

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TLq̂δ１２
q,jdx＝∫

x１２

０
(̂δ１２

q,i)T(－ω２
jMq ＋Kq ＋

iωjBq)̂δ１２
q,jdx (３０)

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,j)TLq̂δ１２
q,idx＝∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)T(－ω２
iMq ＋Kq ＋

iωiB)̂δ１２
q,idx (３１)

　　 对全埋入单桩基础,满足以下关系式:

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TMq̂δ１２
q,jdx＝∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)TMq̂δ１２
q,idx (３２)

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TKq̂δ１２
q,jdx＝∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)TKq̂δ１２
q,idx (３３)

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TBq̂δ１２
q,jdx＝∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)TBq̂δ１２
q,idx (３４)

参照文献[１４]的方法,用式(３０)减去式(３１),
并根据刚度算子矩阵Lq 的形式及分部积分可得:

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TLq̂δ１２
q,jdx－∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)TLq̂δ１２
q,idx＝

[(̂δ１２
q,i)T̂f１２

q,j － (̂δ１２
q,j)T̂f１２

q,i]x１２
０ 记作Δ１２

ij |x１２
０

(３５)
同理,可以在局部坐标系(y２１,z２１)下建立与式(３５)
类似的从０到x２１ 的公式,并将该式与式(３５)相加,
可得:

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TLq̂δ１２
q,jdx－∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)TLq̂δ１２
q,idx＋

∫
x２１

０
(̂δ２１

q,i)TLq̂δ２１
q,jdx －∫

x２１

０
(̂δ２１

q,j)TLq̂δ２１
q,idx ＝

Δ１２
ij |x１２

０ ＋Δ２１
ij |x２１

０ ＝[Δ１２
ij(x１２)＋Δ２１

ij(x２１)]－
[Δ１２

ij(０)＋Δ２１
ij(０)] (３６)

　　 由于内力和位移存在如下对偶变换关系:

V１２
y (x１２)＝V２１

y (l１２－x１２)　 (３７)

M１２
z (x１２)＝－M２１

z (l１２－x１２)　 (３８)

v１２(x１２)＝－v２１(l１２－x１２)　 (３９)

φ１２
z (x１２)＝φ２１

z (l１２－x１２)　 (４０)
故式(３６)中的[Δ１２

ij(x１２)＋Δ２１
ij(x２１)]＝０,因此式

(３６)可进一步简化为:

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TLq̂δ１２
q,jdx－∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)TLq̂δ１２
q,idx＋

∫
x２１

０
(̂δ２１

q,i)TLq̂δ２１
q,jdx－∫

x２１

０
(̂δ２１

q,j)TLq̂δ２１
q,idx＝

－[Δ１２
ij(０)＋Δ２１

ij(０)] (４１)

进行模态分析时,式(１７)中的p̂２
q ＝０.根据频

率中各节点的力平衡和位移协调方程可知,式(４１)
中的

Δ１２
ij(０)＋Δ２１

ij(０)＝０　 (４２)
综合式(３０)、(３１)及(４１)、(４２),有:

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TLq̂δ１２
q,jdx－∫

x１２

０
(̂δ１２

q,j)TLq̂δ１２
q,idx＋

∫
x２１

０
(̂δ２１

q,i)TLq̂δ２１
q,jdx－∫

x２１

０
(̂δ２１

q,j)TLq̂δ２１
q,idx＝

(ω２
i －ω２

j)[∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TMq̂δ１２
q,jdx＋

∫
x２１

０
(̂δ２１

q,i)TMq̂δ２１
q,jdx]＋i(ωj －ωi)

[∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TBq̂δ１２
q,jdx＋

∫
x２１

０
(̂δ２１

q,i)TBq̂δ２１
q,jdx]＝０ (４３)

式(４３)为一复数方程,由于ωj ≠ωi,要使方程

得以成立,则需复数的实部和虚部均为零,即得到全

埋入单桩基础横向振动在对偶局部坐标系下的正交

性条件为:
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∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TMq̂δ１２
q,jdx＋∫

x２１

０
(̂δ２１

q,i)TMq̂δ２１
q,jdx＝０

∫
x１２

０
(̂δ１２

q,i)TBq̂δ１２
q,jdx＋∫

x２１

０
(̂δ２１

q,i)TBq̂δ２１
q,jdx＝０

(４４)

　　 根据式(１)、(３９)和(４０),将式(４４)转化到单一

局部坐标系下:

∫
l

０
(̂δ１２

q,i)TMq̂δ１２
q,jdx＝０

∫
l

０
(̂δ１２

q,i)TBq̂δ１２
q,jdx＝０

　 (４５)

４　数值算例

为验证全埋入单桩基础横向振动正交性条件公

式推导的正确性,下面进行具体的数值算例的分析.
对图１所示的全埋入单桩基础的几何参数、材料参

数及桩周土体参数进行取值,并列于表１及表２.
表１　全埋入单桩基础计算参数(１)

Table１　Calculationparametersofsingle,fullyＧ
embeddedpile(１)

桩长

l/m
半径

r/m
截面面积

A/m２

截面惯性矩

Iz/m４

材料密度

ρ/(kg􀅰 m－３)

４ ０．１ π×０．１２ π×０．１４/４ ２４００

表２　全埋入单桩基础计算参数(２)

Table２　Calculationparametersofsingle,fullyＧ
embeddedpile(２)

泊松比

μ
弹性模量

E/Pa
弹簧系数

kv/(N􀅰m－２)
阻尼系数

βv/(N􀅰m－２􀅰s)

０．２ ２．７e１０ ２e５ ２．５e５

根据式(２６),采用二分法及黄金搜索法迭代求

解,并利用 MATLAB语言编程计算出全埋入单桩

基础横向振动的前５阶自振频率及其所对应的衰减

系数,其结果如表３所列.
表３　全埋入单桩基础横向振动自振频率及衰减系数

Table３　Naturalfrequenciesandattenuationcoefficientsof
transversevibrationofsingle,fullyＧembeddedpile

阶数 自振频率ωn/(rad􀅰s－１) 衰减系数λn

１ １１９４．６９６ １６２５．９３８
２ ２４４７．５２０ １６１１．０１１
３ ３６４５．８８１ １５９４．９６１
４ ４８９９．３０１ １５７８．６６４
５ ６２２３．５８５ １５６２．８２０

求解全埋入单桩基础横向振动的位移模态,将
图１所示的桩长l为４m 的单桩基础划分为４０个

单元,采用 MATLAB语言编程求解出全埋入单桩

基础各阶频率所对应的４１个节点在频率中的位移

组成的模态向量,并对其两两求数量积,结果如

表４、５所列.
表４　全埋入单桩基础横向振动模态正交性(横向位移)

Table４　Theorthogonalityoftransversevibrationmodesof
singlefullyＧembeddedpile(transversedisplacement)

v̂y,２ v̂y,３ v̂y,４ v̂y,５

v̂y,１ ０ －０．０００９９ ０ ０

v̂y,２ 　０．００１０１ ３．８２EＧ０８ ０．０００４４

v̂y,３ ０ ２．３１EＧ０８

v̂y,４ ０

表５　全埋入单桩基础横向振动模态正交性(转角位移)

Table５　Theorthogonalityoftransversevibrationmodesofsingle
fullyＧembeddedpile(angulardisplacement)

φ̂y,２ φ̂y,３ φ̂y,４ φ̂y,５

φ̂y,１ ０ ０．１２２０６ －０．０００３４ ０．１３６５８

φ̂y,２ ２．０６EＧ０５ ０．１２６７４ ０

φ̂y,３ －０．０００２６ ０．１３１５４

φ̂y,４ －０．０００２６

由表４、５可以看出,不同阶模态向量的数量积

等于或接近于零,若忽略数值计算过程中所产生的

误差,我们可以认为其结果是零,而一个等于零的数

乘以任何常数其结果均为零.因此全埋入单桩基础

的横向振动模态均满足正交性条件,此结果与公式

推导结果相符.

５　结语

本文应用回传射线矩阵法的基本思路,将各物

理量进行Fourier变换,在频域中对全埋入单桩基

础的横向振动模态正交性进行研究.通过严格的公

式推导,得到全埋入单桩基础横向振动的模态正交

性条件;基于回传射线矩阵法求解了全埋入单桩基

础横向振动的自振频率、衰减系数及模态,并将计算

结果代入模态正交性条件中进行验证,得出数值计

算结果与公式推导结果吻合度高,表明全埋入单桩

基础横向振动不同阶模态满足正交性.
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