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循环荷载作用下不均质地层中
盾构隧道纵向响应研究

方宇翔,田　乙,康　成,吴文兵,梁荣柱
(中国地质大学(武汉)工程学院,湖北 武汉４３００７４)

摘要:修建在纵向不均质地层中的地铁隧道,由于列车循环荷载的作用,会导致隧道下部的土体产

生不均匀沉降,对既有隧道产生不利的影响.针对这一问题,提出考虑隧道剪切效应的地基不均匀

沉降对既有隧道竖向变形影响的解析解.既有隧道简化为搁置在 Winkler地基上的 Timoshenko
梁,通过两阶段分析法,分析下卧地层不均匀沉降引起的隧道响应.首先确定列车荷载引起的动偏

应力,并运用土层的力学指标计算出静偏应力和破坏偏应力.然后运用累积应变的经验公式计算

出隧道下部土体的累计沉降,将土体的沉降转化为力施加在隧道上.基于 Timoshenko梁理论,建

立考虑隧道剪切效应的隧道竖向变形微分方程,求解得到隧道变形的解析解,进一步可以得到隧道

的弯矩、剪力、转角、错台.
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LongitudinalResponseofShieldTunnelsinInhomogeneous
FormationsunderCyclicLoading

FANGYuxiang,TIANYi,KANGCheng,WU Wenbing,LIANGRongzhu
(FacultyofEngineering,ChinaUniversityofGeoscience (Wuhan),Wuhan４３００７４,Hubei,China)

Abstract:Subwaytunnelsbuiltinlongitudinalinhomogeneousformationswillinevitablycause
thedifferentialsettlementoftheunderlyingsoilbecauseofthecyclicloadingoftrains．DifferentiＧ
alsoilsettlement,inturn,adverselyaffectsthesafetyofexistingtunnels．Ananalyticalsolution
fortheeffectofdifferentialfoundationsettlementontheverticaldeformationofexistingtunnels
andthatconsidersthetunnelsheareffectwasproposed．Theexistingtunnelwasassumedasa
TimoshenkobeamrestingonaWinklerfoundation．ThetwoＧstageapproachwasusedtoanalyze
thetunnelresponsecausedbydifferentialsoilsettlement．First,thedynamicdeviatorstress
causedbythecyclicloadingoftrainswasdetermined,andstaticdeviatorstressandfailuredeviaＧ
torstresswerecalculatedbyusingsoilmechanicalindexes．Second,thecumulativesettlementof



thesoilunderlyingthetunnelwascalculatedbyusingtheempiricalequationofcumulativeplastic
strainandthentransformedintotheforceimposedontheunderlyingshieldtunnel．Finally,the
differentialequationsfortunnelverticaldeformationaccountingforthesheareffectoftunnelwere
establishedonthebasisofTimoshenkobeamtheory．Then,theanalyticalsolutionwasobtained
throughcalculation,andthetunnelinternalforces,includingtunnelbending moment,shear
force,rotationangle,anddislocationbetweenadjacentrings,werefurtherobtainedinaccordance
withtheproposedanalyticalmethod．
Keywords:differentialsettlement;cyclicloading;Timoshenkobeam;sheareffect;verticaldeＧ

formation

０　引言

随着城市的发展,传统的交通工具已经不能满

足城市交通的需求.地铁由于它便捷,运输量大等

特点,许多城市开始建造地铁,很大程度上减轻了地

面交通的压力,给市民的出行带来了方便.与此同

时盾构隧道的保护也受到越来越多的关注.当盾构

隧道跨越不均匀地层时,由于列车荷载作用,隧道下

部土体将产生差异沉降,进而使隧道产生变形.当

附加内力及隧道变形达到一定程度,隧道管片会发

生开裂、渗水、接头张开等一系列病害,严重影响隧

道的结构稳定性.
针对循环荷载作用下,土体强度和累计应变这

一课题,国内外许多学者对其进行了研究,提出了多

种计算土体累计沉降的经验公式[１Ｇ１２].

Monismith等[１０]采用指数模型拟合软黏土的

累计塑性应变和循环荷载作用次数之间的关系.Li
等[１１]在 Monismith的研究基础上,考虑了土体的强

度参数、类型和物理状态等,对公式进行了改进.

Chai等[１２]进一步考虑了土体初始静偏应力的影响,
对该模型进行了进一步的完善.

梁模型的选取对计算隧道的响应至关重要.为

了更真实地反映梁在剪切作用下的变形特性,S．P．
Timoshenko[１３]建立具有２个广义位移的梁理论,
称之 为 Timoshenko 梁 理 论.区 别 于 EulerＧBerＧ
noulli梁[图１(a)],Timoshenko梁的截面变形前、
后如图１(b)所示.Timoshenko理论假定:梁截面

在变形前为垂直中性轴的剖面,在变形后仍为一平

面,然而在剪切作用下不再垂直于中性轴.H．N．
Wu等[１４]指出采用 Timoshenko梁模拟隧道变形更

为合理,不仅可以考虑弯曲效应,而且可以考虑隧道

剪切效应.

图１　EulerＧBernoulli梁与 Timoshenko梁变形特性

Fig．１　DeformationcharactersofEulerＧBernoullibeamandTimoshenkobeam

　　本文考虑隧道的剪切效应,把既有盾构隧道简

化成搁置于 Winkler地基上的 Timoshenko梁,运
用土体累计应变经验公式计算出列车循环荷载作用

下的地层沉降,然后将地层沉降施加在隧道上,建立

隧道竖向变形的平衡微分方程,得到隧道竖向变形

的解析解.进而得到隧道的弯矩、剪力、转角和错
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台,并对计算结果进行分析讨论.

１　隧道下部土体沉降求解

根据文献[７]建议,采用Chai等[１２]的指数模型

计算列车荷载作用下的地基累计应变.通过对循环

荷载作用下土体性状的分析,确定列车荷载引起的

动偏应力并考虑土层的力学指标计算出土层的静偏

应力和破坏偏应力,然后运用累积应变计算公式计

算土层不同深度处的应变,最后积分得到土体的沉

降.

１．１　经验公式

Chai等[１２]在Li等[１１]提出的经验公式的基础上

进行改进,提出了考虑初始偏应力影响的计算公式:

εp＝a
qd

qf

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

１＋
qs

qf

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

(N)b　 (１)

式中:εp 为累计应变;qd 为动偏应力;qs 为初始静偏

应力(自重应力减去水平应力);qf 为破坏偏应力;N
为循环荷载的次数;a、b、m、n 为依赖于土的类型、
特性和应力状态的参数.

在Chai等的研究中建议采用Li等[１１]提出的参

数取值(表１),并提出n＝１的建议值.

表１　参数建议值

Table１　Recommendedvaluesofparameters
土类 a b m

高塑性黏土 １．２ ０．１８ ２．４
低塑性黏土 １．１ ０．１６ ２．０
弹性粉土 ０．８４ ０．１３ ２．０

粉土 ０．６４ ０．１０ １．７

１．２　动偏应力计算

列车循环荷载引起土体的动偏应力计算采用弹

性解析法,将动荷载简化为矩形均布荷载作用在隧

道下部土体上.将荷载作用的矩形区域均匀分割成

多个长、宽分别为dx,dy 的小矩形,设矩形均布荷

载的大小为p,则微小面积dxdy 上作用力的大小

为pdxdy 可以当作是集中力.运用 Mindlin 公

式[１５]得到每个集中力作用下土体某深度处的６个

应力分量,然后对矩形面积进行积分得到均布荷载

作用下土体某一深度处的６个应力分量,根据这６
个应力分量计算出土体某一深度处的动偏应力,进
而得到土体不同深度处的动偏应力.

根据 Mindlin公式[１５],可以得到隧道下部土体

某点处的三个正应力为:

dσx ＝
pdxdy
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三个切应力为:
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τyz ＝
pydxdy
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式中:v为土体的泊松比;a为集中荷载作用的深度,
本文中a 值为隧道的埋深;R１ 和R２ 为距离控制参

数,其中:

R１＝ x２＋y２＋(z－a)２;R２＝ x２＋y２＋(z＋a)２.
将上述６个应力分量表达式对列车荷载的作用

面积进行积分即可得到均布荷载在中心以下深度为

z处的６个应力分量:

σx ＝∬dσx;σy ＝∬dσy;σz ＝∬dσz

τxy ＝∬dτxy;τxz ＝∬dτxz;τyz ＝∬dτyz

(４)

根据文献[１１],动偏应力计算公式为:

qd＝ ３J２ 　 (５)
式中:J２ 为第二应力不变量,通过６个应力分量计算

得到.

１．３　 计算破坏偏应力

对于破坏偏应力,采用下式进行计算:

qf＝２τf　 (６)
式中:qf 为破坏偏应力;τf 为不排水抗剪强度,可用

固结不排水的强度指标ccu 和φcu 来计算.
沈珠江[１６] 提出的有效固结应力理论,认为黏性

土的抗剪强度只取决于破坏前固结状态下的有效应

力,从固结状态到破坏状态发展比较快,其含水量来

不及改变,因而强度也来不及改变,即

τf＝ccσ３ctanφc　 (７)
式中:cc 为有效固结强度;σ３c 为最小主应力.

假设破裂面方向与大主应力方向的夹角为４５°,
根据图２,可得:

图２　 不排水抗剪强度指标确定

Fig．２　Determinationoftheundrainedshearstrengthindex

τf＝ccucosφcu＋
σ１f＋σ３c

２ sinφcu　 (８)

τf＝
σ１f－σ３c

２ 　 (９)

式中:ccu 为土的黏聚力;φcu 为土的内摩擦角.将式

(９)带入式(８)得:

τf＝ccu
cosφcu

１－sinφcu
＋σ３c

sinφcu

１－sinφcu
　 (１０)

比较式(７)、(１０),同时考虑实际土层为 K０ 固

结状态,则有:

σ３c＝
１＋K０

２ σcz　 (１１)

式中:σcz 为自重应力.
最后将式(１１)带入式(１０),可以得到采用固结不

排水实验指标确定的不排水抗剪强度的计算式为:

　　τf＝
ccucosφcu

１－sinφcu
＋

(１＋K０)σczsinφcu

２(１－sinφcu)
(１２)

式中:K０ 为土的侧限系数.

１．４　 计算总沉降

将应变随深度的变化曲线进行积分即可得到土

体的总沉降量.表达式为:

S＝∫εpdz　 (１３)

２　 隧道竖向变形微分方程的建立及求解

２．１　 竖向变形微分方程的建立

将土体认为是一系列的弹性弹簧,取隧道上长

度为dx的一个微元体进行受力分析,如图３所示.
微元体在平衡状态下满足合力为零、合力矩为零(即

∑F＝０,∑M ＝０).

图３　微元体受力分析

Fig．３　Forceanalysisofamicroelement
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平衡条件下合力为零,建立力的平衡方程:

　　∑F＝SkDtdx＋Q＋
dQ
dx

dx－

w(x)kDtdx－Q＝０ (１４)
取微元体右侧边界中点为取矩中心,建立力矩

平衡方程:

∑M ＝M ＋
dM
dx

dx－w(x)kDtdxdx
２ ＋

SkDtdxdx
２ －Qdx－M ＝０ (１５)

式中:M 为弯矩;Q 为剪力;k 为地基反力系数;Dt

为隧道截面的半径;S 为隧道下部土体的沉降.
式(１５)中,由于dx 是一个无穷小量,所以dx２

为dx 的高阶无穷小量,在计算时候可以忽略不计.
因此力矩平衡方程可以化简为:

dM
dx －Q＝０　 (１６)

　　 根据Timoshenko梁理论,弯矩M 与剪力Q 满

足下面的关系:

M ＝－(EI)eq
dθ
dx　 (１７)

Q＝(κGA)eq
dw(x)

dx －θæ

è
ç

ö

ø
÷ 　 (１８)

　　 将式(１７)、(１８)带入式(１４)、(１６),可得到关于

隧道竖向位移w(x)和转角θ的平衡微分方程:

(κGA)eq
d２w(x)

dx２ －
dθ
dx

æ

è
ç
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ø
÷＋SkDt－w(x)kDt＝０(１９)

　 (EI)eq
d２θ
dx２ ＋(κGA)eq

dw(x)
dx －θæ

è
ç

ö

ø
÷＝０ (２０)

式中:(EI)eq 为纵向等效抗弯刚度;(κGA)eq 为隧道

等效抗剪刚度;其他参数同上述.
对式 (１９)、(２０)解 耦 可 分 别 得 到 竖 向 变 形

w(x)、转角θ的微分方程表达式:

　d４w(x)
dx４ －

kDt

(κGA)eq
d２w(x)

dx２ ＋

kDt

(EI)eq
w(x)＝

SkDt

(EI)eq
(２１)

θ＝
dw(x)

dx ＋
１

(κGA)eq∫[q(x)Dt－kDtw(x)]dx

(２２)
求解关于w(x)的微分方程即可得到隧道竖向

变形的解析解,进而可以得到隧道的剪力、弯矩、转
角、错台的值.

２．２　 隧道竖向变形微分方程的求解

为方便计算,将隧道竖向变形微分方程(２１)写

成下式:

d４w(x)
dx ＋ad２w(x)

dx２ ＋bw(x)＝e　 (２３)

式中:a＝－
kDt

(κGA)eq
,b＝

kDt

(EI)eq
,e＝

SkDt

(EI)eq
.

齐次微分方程d４w(x)
dx ＋ad２w(x)

dx２ ＋bw(x)＝

０的通解为:

w１(x)＝eαx[C１cos(βx)＋C２sin(βx)]＋
e－αx[C３cos(βx)＋C４sin(βx)] (２４)

由微分方程可以看出w∗ ＝e/b是式(２３)的一

个特解.所以隧道竖向变形微分方程[式(２３)]的

通解为:

w(x)＝
e
b ＋eαx[C１cos(βx)＋C２sin(βx)]＋

e－αx[C３cos(βx)＋C４sin(βx)] (２５)

式中:α＝
２b－a

２
,β＝

４b－a２

２ ２b－a
,C１、C２、C３、

C４ 的值取决于边界条件.
将隧道延伸方向设为x 轴,土体的分界处设为

零点,隧道下部土体受力示意图如图４所示.

图４　土体受力示意图

Fig．４　Soilforcediagram

则土体的基底反力系数k可以用下面的函数表示:

k(x)＝
k１ (x ≤０)

k２ (x ＞０){ 　 (２６)

　　 因此,隧道的竖向变形函数可以表示为:

w(x)＝

e１

b１
＋eα１x[C１１cos(β１x)＋C１２sin(β１x)]＋e－α１x[C１３cos(β１x)＋C１４sin(β１x)](x ≤０)

e２

b２
＋eα２x[C２１cos(β２x)＋C２２sin(β２x)]＋e－α２x[C２３cos(β２x)＋C２４sin(β２x)](x ＞０)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２７)
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　　 由于隧道的变形一定是连续的,所以在土体的

分界处隧道的弯矩、剪力、竖向变形和转角必然相

等.因此可以得到下面的方程:

lim
x➝０＋

M(x)＝lim
x➝０－

M(x)　 (２８a)

lim
x➝０＋

Q(x)＝lim
x➝０－

Q(x)　 (２８b)

lim
x➝０＋

w(x)＝lim
x➝０－

w(x)　 (２８c)

lim
x➝０＋

θ(x)＝lim
x➝０－

θ(x)　 (２８d)

假定隧道的两端自由,则有:

lim
x➝＋∞

M ＝lim
x➝－∞

M ＝０　 (２９a)

lim
x➝＋∞

Q＝lim
x➝－∞

Q＝０　 (２９b)

　　 由上述边界条件可以得到,C１３、C１４、C２１、C２２ 等

于０.C１１、C１２、C２３、C２４ 可由平衡条件建立方程组

求解.

３　 相关参数的确定

盾构隧道是由一系列的管片拼接而成的,由于

接头的存在,隧道整体的刚度相比与管片的刚度要

小得多.日本隧道专家志波由纪夫等[１７] 提出的隧

道等效抗弯刚度计算方法运用较为广泛.其等效抗

弯刚度表达式为:

(EI)eq＝
cos３φ

cosφ＋(φ＋π/２)sinφ
EcIc　 (３０)

φ 值由下式确定:

φ＋cotφ＝π０．５＋
nkbls

EcAc

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 (３１)

式中:kb 为接头螺栓的平均线刚度,kb ＝EbAb/lb,

Eb 为螺栓的弹性模量,Ab 为螺栓的横截面积,lb 为

螺栓长度;n 为螺栓个数;ls 为环宽;Ec 为管片弹性

模量;φ 为中性轴位置;Ic 为隧道纵向惯性矩;Ac 为

隧道管片横截面积.

H．N．Wu等[１４]提出计算盾构隧道等效剪切刚

度 (κGA)eq 公式:

(κGA)eq＝ζ
ls

lb

nκbGbAb
＋
ls－lb

κcGcAc

　 (３２)

式中:ζ为修正系数,在本文其值取１;κb及κc分别为

螺栓及管片环 Timoshenko剪切系数,对于圆形截

面,κb 取０．９;对于环形隧道管片环结构,κc 取０．５;

Gb 及Gc 分别为螺栓剪切刚度及隧道管片剪切刚

度,两者与各自弹性模量的关系为:Gb ＝
Eb

２(１＋vb)

及Gc＝
Ec

２(１＋vc)
,其中vb、vc 分别为螺栓及管片的

泊松比.
地基基床系数的取值对计算结果有着重要的影

响.A．S．Vesic[１８] 经过模型试验,给出了地基基床

系数表达式:

kvesic＝
０．６５Es

B(１－v２)

１２
EsB４

EI 　 (３３)

式中:Es 为土体的弹性模量;EI 为梁的抗弯刚度

[式中EI＝(EI)eq];B 为梁宽度(文中B＝Dt ).

Vesic基床系数得到了广泛的运用[１９Ｇ２１],但是

Vesic地基基床系数是假设梁位于地表而得到的,
对于具有一定埋深的盾构隧道,将低估土体刚度,因
此采用P．B．Aettwell等[２２]建议的２倍的Vesic系数

来估计一定深度处的基床系数,即:

k＝２kvesic　 (３４)

４　隧道响应分析

给定隧道下部２种土体的物理学参数如表２所

列,隧道结构参数如表３所列.

表２　土体物理指标

Table２　Physicalindexesofthesoil
土类 v k０ γ/(kNm－３) ccu/kPa φcu/(°) Es/kPa

土体Ⅰ ０．３７ ０．６１ １９．４ ７ ２３ １１２００
土体Ⅱ ０．４６ ０．８６ １６．９ １０ ７．８ ２３００

表３　隧道管片结构参数

Table３　Parametersoftunnelsegment
隧道外径

Dt/m
隧道内径

Di/m
管片厚度

t/m
环宽

l/m
管片弹性模量

Ec/MPa
纵向螺栓

n
螺栓直径

Db/mm
螺栓长度

lb/mm
螺栓弹性模量

Es/MPa
６．２ ５．５ ０．３５ １．２ ３．４５×１０４ １７ ３０ ４００ ２．０６×１０５

　　由此可以计算出隧道的等效抗弯刚度及等效剪

切刚度值分别为７．０８×１０４ mNm２ 和２．０８×１０３

mNm２.
在应变计算公式中,a、b、m 的值在土体Ⅰ中分

别取０．６４、０．１、１．７;在土体Ⅱ中分别取１．２、０．１８、

２．４.为进行对比,本文分别计算了列车运行时间为

１年、５年、１０年、１５年后的结果.列车每天的往返

次数为２１０次(即 N＝运行年数×１２月×３０天×
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２１０次).列车作用的均布荷载为１７．７kPa.隧道

埋深１３．６m.
图５反映在列车循环荷载的作用下隧道下部土

体的应变值随深度的变化规律.可见隧道下部土体

的应变主要发生在隧道下部５m 范围内,在１０m
以下基本减小为０.根据图５,可计算出土体Ⅰ和土

体Ⅱ在列车循环荷载作用下的累计沉降,具体值列

于表４.

图５　累计应变随深度的变化

Fig．５　Changeofaccumulatedstrainwithdepth

表４　土体沉降值

Table４　Valueofsoilsettlement
时间/a １ ５ １０ １５

SⅠ 沉降/mm ６．４０ ７．５２ ８．０６ ８．３９
SⅡ 沉降/mm ２０．２５ ２７．０５ ３０．６４ ３２．９６

图６为土体沉降随时间变化关系.不难看出,
土体Ⅰ的沉降主要发生在列车开通后１年内,之后

几年的沉降对总沉降的贡献很小.土体Ⅱ则相反,

图６　沉降随荷载作用时间变化规律

Fig．６　Temporalchangeofsoilsettlementundercyclicloading

沉降在较长的时间后才能达到一个稳定状态.
将土体的沉降带入隧道变形的解析解中,即可

得到隧道的竖向变形,进而得到弯矩,剪力,转角等

参数的值(图７).
从图７(a)可以看出,由于沿隧道延伸方向土体

性质发生了明显的改变,隧道在分界处两端产生较

大的差异沉降.随着荷载作用时间的增加,差异沉

降值也随之增加,但是增速逐渐减小,最终差异沉降

趋于定值.图７(b)反映转角的变化,转角整体呈先

增后减的趋势,距离土体分界面越近,转角增大越迅

速,但值得注意的是,在分界面两侧转角的变化并不

是对称的,转角的极大值出现在土层较软弱的一侧,
而非分界面处.图７(c)中,分界面左侧隧道弯矩为

负值,且绝对值先增后减.右侧土体中,弯矩为正

值,也为先增后减.在分界面附近,弯矩值出现正负

号的改变,说明隧道在分界面两侧的弯曲方向不同,
在x＝０附近出现反弯点.同时还可以发现,分界

面两侧弯矩的极值也不同,软弱土体一侧弯矩的极

值要小于坚硬土体一侧.在７(d)中,分界面两侧各

约５０m 处开始出现剪力,５０m 范围以外剪力值基

本为０,此外,剪力的方向发生了两次变化,沿隧道

延伸方向从负值逐渐变为正值,在x＝０附近出现

最大值,之后迅速减小变为负值,最后变为０.
在 Timoshenko梁模型基础上,H．N．Wu等[１４]

给出了相邻管片之间错台量的计算公式(３５),图８
为错台的计算结果.

δ＝ls
Q

(κGA)eq
　 (３５)

５　结论

本文在前人研究基础上,考虑了列车荷载引起

的隧道下部土体差异沉降对隧道的影响,提出了考

虑隧道剪切效应的隧道变形的解析解答.主要结论

如下:
(１)隧道下部土体的沉降主要发生在隧道下部

５m 的范围内,随着深度的增加,应变迅速减小并趋

近于０.
(２)不同的土体类型达到沉降稳定所需要的时

间以及最终的累计沉降值有很大差别,主要体现为

压缩性小的土体能够率先达到一个稳定的沉降值,
而压缩性大的土体需要的时间要长得很多,最终沉

降值也要大得多.
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图７　隧道响应

Fig．７　Tunnelresponses

图８　错台

Fig．８　Dislocation

(３)下部土体类型的差异对隧道变形影响较

大,主要原因是由于土体压缩模量的不同导致差异

沉降,从而使隧道受力不均衡.在土层的分界处附

近,剪力、错台和转角出现极大值.
(４)隧道的差异变形主要发生在土体分界处两

侧各２５m 的范围内,在工程中若隧道延伸方向出

现土体差异可在土体边界处两侧一定范围内进行额

外的加固措施,从而使隧道的结构性能更加稳定.
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