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基于能量最小化原理的弹性波CT成像
频域有限元反演算法①

薛 龙,刘天云,张建民
(清华大学 水沙科学与水利水电工程国家重点实验室/土木水利学院,北京100084)

摘要:在材料和模型实验中,试样内部位移场的精确量测对于加载过程中试样力学性质的研究有着

十分重要的意义。提出基于能量最小化原理的弹性波CT成像频域有限元反演算法,并在波动方

程的基础上通过有限元数值实验,利用估计位移场和实际位移场的偏差,得出包括密度ρ和拉梅常

数λ在内的单元材料参数的更新梯度,进一步经过若干次正负反馈的迭代,实现试样参数的反演。
该算法避开已有方法中求解参数更新梯度Jacobi矩阵的过程,计算效率得到极大的提高。计算结

果表明,在已知位移场的情况下,迭代更新λ的效率和准确性较高;在已知部分节点实际位移的情

况下,参数迭代效率与观测网格密度正相关。
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FEMInversionAlgorithminFrequencyDomainforElastic
WaveCTBasedonEnergyMinimizationPrinciples
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Abstract:Inelementandmodeltests,high-accuracymeasurementfortheinternaldisplacement
fieldofasampleiscrucialininvestigatingthemechanicalpropertyofthematerialunderloading.
Inthisstudy,afrequency-domainfiniteelementmethodbasedontheenergyminimizationprinci-
pleisdevelopedforelasticwaveCT.Throughsolvingthewaveequationnumerically,thedis-
placementfieldsareestimatedandthencomparedwiththeiractualvalues.Thus,therenewal
gradientsoftheparametersofeveryelementareobtained,includingthedensity(ρ)andthe
Lameconstant(λ).Furthermore,thedistributionofdensity(ρ)andtheLameconstant(λ)can
beacquireduponseveraliterations.ThenewmethodcanavoidsolvingtheJacobimatrix,leading
toagreatimprovementincalculationefficiency.Inaddition,thenumericalinversioniterationof
theLameconstant(λ)showshighefficiencyandaccuracywhenthewholedisplacementfieldis
known,andtheefficiencyandaccuracygraduallydecreasewithanincreasednumberofunknown
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0 引言

岩石、混凝土破坏是裂缝萌生、扩展和贯通的演

化过程,具有宏观尺度强度低,细观尺度强度高,并
随外荷载增加发生破坏层次逐渐由宏观向细观层次

过渡[1],需要开展宏细观相结合试验加以研究[2],即
混凝土内部结构的成像。同时,土工试验中土样材

料内部位移场变化的追踪和土样内传感器位置变化

的监控,可尝试对材料内部进行弹性波成像来实现,
其核心是如何反演跟踪土体内部的弹性参数变化及

分布,但实际试验中往往只能观测到材料边界处的

位移或者力的变化。
静力问题中,电阻抗断层成像[3-6]可能是最早通

过使用边界量测来解决的反演问题。

Bonnet等[7]综述了多种反演问题的求解方法,
其中使用高斯牛顿方法求解的最小二乘法是比较流

行的。但Rivas等[8]的研究认为,反演问题不像正

演问题一样,并不是网格划分得越密越能保证结果

的收敛。Reddy等[9]通过高斯牛顿迭代方法,一方

面研究了力和位移的残差作为目标函数的优劣,另
一方面研究了边界信息的多少对于计算结果的影

响。

Kavanagh等[10]考虑了均一弹性体内材料的各

向异性和非线性。一些已知边界数据的弹性体反演

问题的特殊情况也在一些文献中有过研究,如 Mo-
rassi等[11]研究了检测弹性体内的孔洞或坚硬包含

物的反演方法。
另外,部分学者也放宽了条件,利用材料内部的

量测来计算材料参数的分布。Barbone等[12]针对各

向同性、线弹性体,利用整体的实际位移分布,分别

研究两个拉梅常数λ、μ 和泊松比ν的反演计算,分
别控制λ、μ 或ν不变来反演其他几个参数。

利用弹性波动力成像的方法来自于地质勘探,
主要是利用地震波(弹性波)带来的一些动力特性来

反演整个地层的一些材料参数。

19世纪末,主要从使用波传播的时间信息来获

得现代地震学的发现[13-15]。全波形反演主要是利用

波场中的运动信息来成像。地震波波动方程非线性

反演是地震勘探反演领域中的研究内容。Taranto-

la[16-17]和 Mora[18]最早提出利用模型的正演数据和

波场实际观测数据的残差最小二乘的方法,通过求

解目标函数针对各个参数的偏导,求出迭代到残差

最小的梯度,再利用高斯牛顿等数值方法实现求解

迭代,最终求出介质实际的物理参数。但此方法大

多是在时域中进行的,需要做大量的正反演计算,其
计算成本很高。

上世纪90年代,Pratt[19-20]和Forgues等[21]利

用频域有限差分方程,提出频率域反演的方法。由

于频率域中求解的是求解技术已经成熟的大型稀疏

带状矩阵的线性方程,其计算效率得到很大的提高。

Shin等[22]又提出了利用频率域的有限元方程来进

行反演。

许琨等[23-24]在频域有限单元的基础上,利用有

限元刚度矩阵和质量矩阵压缩存储、广义共轭梯度

算法、同一介质单元Jacobi矩阵压缩组装来降低计

算成本,提高算法的稳定性,并利用地下介质的分布

规律,进一步提高计算效率。

本文仍利用频域有限元的方法,基于能量最小

化原理,避免了求解Jacobi矩阵,计算效率得到了

极大的提高。

1 频率域波动方程有限元计算和参数更新

原理

1.1 基本动力学方程

假设模型是无阻尼的,频域中弹性波动方程为

S(ω)U(ω)=F(ω) (1)
其中:

S(ω)=K-ω2M (2)
式中:S 为动刚度矩阵;K 为刚度矩阵;M 为质量矩

阵;U 为位移矩阵;F 为荷载矩阵。
利用有限元的方法,对整个模型进行离散化。
对于每一个边长为Δx 的正方形单元而言,其

单元质量矩阵和单元刚度矩阵分别如下:

Me =Diag
1
4ρΔx2,1

4ρΔx2,1
4ρΔx2,1

4ρΔx2,é

ë
êê

1
4ρΔx2,1

4ρΔx2,1
4ρΔx2,1

4ρΔx2ù

û
úú (3)

773第40卷 第2期       薛 龙,等:基于能量最小化原理的弹性波CT成像频域有限元反演算法        



Ke =ρc2S
2

2e h -2e+1 -g -e -h e-1 g
h 2e g e-1 -h -e -g -2e+1

-2e+1 g 2e -h e-1 -g -e h
-g e-1 -h 2e g -2e+1 h -e
-e -h e-1 g 2e h -2e+1 -g
-h -e -g -2e+1 h 2e g e-1

e-1 -g -e h -2e+1 g 2e -h
g -2e+1 h -e -g e-1 -h 2e

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(4)

其中:

e=
1
3
(1+c2P/c2S),g=

1
2
(3-c2P/c2S),

h=
1
2
(c2P/c2S-1) (5)

式中:ρ表征密度;cS 表征材料中的剪切波波速;cP
表征材料中的压缩波波速;ρc2P=λ+2μ,ρc2S=μ;λ、

μ 为两个拉梅常数。

1.2 材料参数变化引起的位移变化公式推导

对于一个特定的模型,假设模型的材料参数分

布是S 矩阵,在荷载F 的作用下,得到力的平衡方

程:

Sn(ω)Un(ω)=F(ω) (6)

  对于单元物理参数(ρ,ρc2S,ρc2P),有增量形式

ρn+1=ρn(1+Δρ),ρc2Pn+1=ρc2Pn 1+Δ(ρc2P)[ ],
则有

Sn(ω)+ΔS(ω)[ ] Un(ω)+ΔU(ω)[ ] =F(ω)
(7)

  略去高阶量,与式(6)作差得到传播与校正方程

组:

ΔS(ω)Un(ω)=-Sn(ω)ΔU(ω) (8)
其中:ΔS(ω)=-ω2MΔρ+K1Δ(ρc2P),K1 为刚度矩

阵K 中的体积压缩项,它在K 矩阵中是与剪切项解

耦的,这里假设剪切项不变。
其中脚标n 表示迭代到第n 次时的计算结果。

1.3 正反演计算过程

首先,解式(6)所示的正向传播方程得到U估计。
计算任意节点位移偏差ΔU=U实际-U估计,U实际

和U估计 分别表示实际的位移场以及利用假设的参

数正演计算得到的位移场。
最后,基于式(8)与能量差最小求解单元物理参

数增量:

Ue*ΔSe(ω)Ue=-Ue*Se(ω)ΔUe(ω) (9)

  由于单元惯性、弹性的能量偏差应分别相等,即

-Δρω2Ue*MeUe(ω)=ω2Ue*MeΔUe(ω)

Δρc2PUe*Ke
1Ue(ω)=-Ue*Ke

1ΔUe(ω) (10)

  由此得到最优更新参数

Δρ=-
Ue*MeΔUe

Ue*MeUe
,Δρc2P=-

Ue*Ke
1ΔUe

Ue*Ke
1Ue

(11)

  将所有单元的参数更新之后,重新求解正向传

播方程,再进行一次迭代。当U实际 和U估计 非常接近

时,认为计算结果收敛,即得到了实际材料参数。

1.4 通过部分已知点的位移反算模拟实际位移场

实际上,只能观测到一个模型有限点的位移,因

此需要通过有限点的位移来反推实际的位移场。

S 矩阵可以根据边界(Г)和内部(Ω)的对应关

系来进行分块,就可以得出
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  假设没有体积力,则内部的力为0,即FΩ=0。

所以未知的位移可以通过求解式(12)得到,即

UΩ=-S-1
ΩΩSΩΓUΓ (13)

  实际上并不知道内部材料的真实分布,因此假

设迭代前后内部材料一样,通过上一次迭代得到的

材料参数来得出一个真实位移场的近似。

2 计算流程

本文以数值实验的方法为主,真实的位移场和估

计的位移场均通过数值计算得出。计算流程如图1。

其中U实际 有两种确定方法:一种是直接求解正

演方程即可得到整个位移场;另一种是在已知部分

节点的实际位移的条件下,利用1.4中谈到的方法

反算得到的整个位移场来作为实际位移场。

本程序采用LU分解的方法来求解方程,其计

算的稳定性较好,结果可靠。采用了一维压缩存储

之后,一方面极大地节省了存储空间(动刚度矩阵本

身就是稀疏的带状矩阵);另一方面求解过程中直接

跳过了很多0元素的运算,极大地节省了时间。
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图1 迭代计算代码流程图

Fig.1 Codeflowchartofiterativecalculation

3 更新体积压缩项ρc2
P 的计算结果

3.1 工况介绍

对于 一 个 300 mm×300 mm 的 矩 形 模 型

(图2),网格划分为10mm×10mm,共计900个单

元,961个节点。在下侧和左侧的所有节点处分别

约束竖向位移和水平向位移为0。在模型的右侧和

上侧边缘分别均匀施加5个水平向左或向下的正弦

力,即F=Fmaxsin(ωt),其中Fmax=1000kN,它们

的初始相位均为0。

图2 工况一示意图

Fig.2 Schematicdiagramofcondition1

  整个模型的实际参数仿照C20混凝土的参数

来选取。密度ρ=2000kg/m3,体积压缩项ρc2P=
25.5GPa=λ+2μ,剪切项ρc2S=10.2GPa=μ。其

中λ和μ 是两个拉梅常数。

3.2 振动频率对于计算结果的影响

针对一个均一材质,即实际模型的每一个单元

的实际材料参数都是相同的。假设材料的实际密

度、剪切项已知,体积压缩项未知,更新迭代求解体

积压缩项ρc2P。实际的体积压缩项为25.5GPa,初
始估计体积压缩项为27GPa。

针对不同的频率,在迭代了7次之后,计算结果

如图3。图中绘出了900个单元参数的分布,每个

单元颜色的深浅代表了体积压缩项ρc2P 的高低,
下同。

图3 不同荷载频率计算结果图

Fig.3 Calculationresultsatdifferentloadingfrequencies

  从结果来看,当频率为36000Hz和3600Hz
时,计算结果均不理想,材料的参数值与真值偏离较

大。当频率为360Hz时,迭代7次之后(图4)900
个单元体积压缩项的均值为25.41GPa,标准差为

0.03GPa,计算材料参数分布与真实值25.50GPa
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的近似度非常高。

图4 均一模型体积压缩项均值随迭代次数

   变化情况(360Hz)
Fig.4 Changeofaveragevalueofρc2Pwithnumberofiterations

   inauniformmodel(360Hz)

  同时,计算结果也说明了对于一个均一材质而

言,利用能量最小化原理来更新参数的合理性和高

效性。
实际上,当频率为360Hz时,动力平衡方程中

的质量项远远小于弹性项,这是保证计算结果稳定

的一个重要原因。

3.3 局部有缺陷模型的计算结果及其分析

如图5,针对一个局部有缺陷(图中涂黑的部

分)的模型,背景材料的体积压缩项ρc2P 为25.5
GPa,4个缺陷对应的体积压缩项分别为17GPa(左
下)、19GPa(右下)、21GPa(左上)、23GPa(右上),
迭代计算的起始值是整个模型均为27GPa。

图5 工况二示意图

Fig.5 Schematicdiagramofcondition2

  从计算结果来看,迭代算法很好地找出了缺陷

所在的位置以及对应的数值(图6)。在迭代到9次

以后,数值震荡得也很小(图7)。

  笔者也做过尝试,即使只有一个单元的参数与

背景材料不同,在知道所有节点位移的条件下也能

很好地找出该缺陷,即计算方法的分辨率为单元

大小。

图6 工况二计算结果图

Fig.6 Calculationresultsundercondition2

图7 内部有缺陷模型体积压缩项均值随

   迭代次数变化情况

Fig.7 Changeofaveragevalueofρc2Pwithnumberof

   interationsinalocaldefectmodel

3.4 有限观测点来反算整个位移场

实际上,我们只能观测到有限个节点的位移。
图8中绘制出了两个疏密不同的观测网格。

为了提高计算的准确度,针对一个相对较小的

模型进一步增加计算网格的密度。新的模型为150
mm×150mm。网格划分为1mm×1mm,共计

22500个单元,22801个节点。约束四周边界上所

有节点的水平和竖直向位移为0。

  两个观测网格的左下点坐标均为(10,10)(单
位:mm)。27×27网格的单个网格边长为5mm,
共有27×27个测点;13×13网格的单个网格边长

为10mm,共有13×13个测点。分别利用27×27
和13×13个节点处的位移,反算整个位移场,然后

进行迭代计算。
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在坐标为(135,30)、(135,75)、(135,120)(单
位:mm)处分别施加3个水平向左的正弦力(图中

绘制箭头的地方),即F=Fmaxsin(ωt),其中Fmax=
1000kN,它们的初始相位均为0。此处力的频率

取8kHz,保证质量项远小于弹性项。剪切项ρc2S=
10.2GPa,密度ρ=2000kg/m3。

图8 利用两个观测网格节点处位移

   计算示意图

Fig.8 Schematicdiagramofcalculationwithtwo

   observationgrids

  背景材料的压缩项为25.5GPa,中心处有一个

等腰三角形的缺陷,腰长50mm,缺陷的压缩项为

23GPa,迭代8次之后的计算结果如图9。

图9 两个观测网格节点处位移计算结果

Fig.9 Calculationresultsbyusingtwoobservationgrids

  从结果来看,对于27×27观测网格能很好地找

出缺陷所在的位置,三角形缺陷出现了明显的内外

侧分层,在内侧的参数值与真实值更加接近。内层

的均值为22.27GPa,标准差为0.34GPa;外层的均

值为23.02GPa,标准差为0.92GPa。背景材料能

很好地趋向于真值,均值25.58GPa,标准差为0.59
GPa。越靠近缺陷的中心,反演的效果越好。

13×13网格的反演结果明显差于27×27网

格。随着观测点的减少,缺陷的边界与真实边界的

误差逐渐增大,反演值与真值的偏差也逐渐增大,而
且荷载作用的局部误差也更大。

4 更新密度项ρ的计算结果及分析

仍旧利用3.4的模型,计算网格划分为150×
150。为了减少局部应力集中带来的影响,只在坐标

为(135,75)(单位:mm)处施加1个水平向左的初

始相位为0的正弦力F=Fmaxsin(ωt),Fmax=1000
kN。力的频率取8kHz,保证质量项远小于弹性

项。体积压缩项ρcP2=25.5GPa,剪切项ρc2S=10.2
GPa。

4.1 均一模型的计算结果及分析

针对一个均一材质,实际的密度为2000kg/m3,
初始假设整个材料的密度为2200kg/m3,然后开

始迭代计算。每个节点的实际位移已知。
迭代20次 之 后,整 个 材 料 的 均 值 为1999

kg/m3,标准差为19kg/m3,与真值非常接近,在力

作用点的区域会出现比较大的偏差。计算结果如

图10。

图10 均一模型密度反演结果图

Fig.10 Inversionresultsofdensityusingauniformmodel

4.2 中心有缺陷模型的计算结果及分析

背景材料的密度为2000kg/m3,中心处有一

个等腰三角形的缺陷,腰长50mm,缺陷的压缩项

为1700kg/m3,迭代的起始值为2200kg/m3。

  整体收敛的速度非常慢,即使迭代了50次之后
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(图12),仍旧只能找出缺陷大概位置,无法找出参

数的准确值。

图11 内部密度缺陷模型示意图

Fig.11 Schematicdiagramofaninternaldensitydefectmodel

图12 内部密度缺陷模型反演结果图

Fig.12 Inversionresultsusinganinternaldensity
   defectmodel

5 结语

本文运用自主开发的C语言有限元波动方程

计算程序,对基于能量最小化原理的反演计算方法

进行研究,在本文的研究范围内,得到的主要结

论为:
(1)频率对于模型的反演效果有较大影响。在

频率较高,即质量项相对于弹性项而言较大时,较小

的参数变化会带来位移场的巨大改变,致使材料参

数的更新变得非常不合理,从而无法反演出真实的

材料参数值。
(2)在已知整个位移场的情况下,迭代更新体

积压缩项ρc2P 的效率和准确性较高,参数的分辨率

与网格划分的大小一致。但是迭代更新密度ρ的效

果一般,收敛缓慢,且很难找到材料的真实值。
(3)在已知部分节点实际位移的情况下,可利

用本文1.4中提到的方法模拟实际位移场,从而实

现迭代计算,这样的迭代效率与观测网格密度正

相关。
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