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考虑应变软化的边坡稳定分析①
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摘要：在密砂、坚硬黏土及原状土的强度试验中，土试样常表现为应变软化，随着应变的增加其抗剪
强度降低，并且发生渐进破坏。应用传统的极限平衡法，采用峰值强度作为计算参数进行稳定分析
验算时，通常忽略土材料的渐进破坏过程，这可能会对边坡稳定评价带来不利影响。基于有限元极
限平衡法，提出考虑应变软化的边坡稳定分析方法，并通过算例分析证明该方法的合理性。
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０　引言

土工试验方法标准明确规定［１］，应力与应变（位
移）关系曲线取应力峰值作为破坏点，无峰值时取某
一应变（位移）所对应的应力为破坏点。在密砂、坚
硬黏土及原状土的强度试验中，土试样常表现为应
变软化，随着应变的增加其抗剪强度降低，并且发生
渐进破坏。在进行传统的极限平衡法进行稳定分析
验算时，采用峰值强度作为计算参数，通常忽略了土

材料的渐进破坏过程，这可能会对边坡稳定评价带

来不利影响。因此考虑土材料应变软化行为的边坡

稳定分析有重大的实际意义。

土材料应变软化行为引发的渐进破坏模拟一直

是国内外学者研究的重点问题［２－５］。这些研究主要

通过所提出的手段解决有限元方法在计算应变软化

所带来的网格依赖等问题，其中有ＣＯＳＳＥＲＡＴ连

续体、梯度塑性理论、非局部化弹性－黏塑性本构等。
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本文将要研究的重点并不是改进有限元计算，而是
提出一种考虑材料软化情况下的边坡稳定分析方法

来进行直接评价。该方法称为有限元极限平衡法，
是将有限元应力计算与极限平衡分析相结合，采用
优化算法搜索最危险滑动面的一种稳定分析方法。

Ｂｒｏｗｎ和Ｋｉｎｇ［６］采用类似的方法评价边坡的稳定
性，其计算采用的是弹性本构关系。Ｎａｌｙｏｒ［７］将有
限元边坡稳定分析方法分为“直接法”与“增强极限
法”，后者与本文的方法属于一类。已有一些学者采
用这种有限元与极限平衡分析结合的方法对边坡或

者其他土工结构进行稳定分析［８－１４］。本文采用有限
元极限平衡法评价考虑土材料软化情况的边坡稳定

性，并通过一个简单的算例证明该方法的可行性。

１　有限元极限平衡法

在岩土工程数值分析中，有限元法可以用来分
析复杂的荷载、几何形状和边界条件的工程问题，而
土体材料的本构模型常采用弹性－理想塑性的摩尔－
库仑模型。
在有限元极限平衡法中，假设任意一条滑动面

Ｌ，其安全系数定义为：

ＦＯＳ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
τｆｉΔＬｉ

∑
ｎ

ｉ＝１
τｉΔＬｉ

＝∫τｆｄＬ
∫τｄＬ

（１）

其中，ｎ为滑动面Ｌ 离散划分的份数；ΔＬｉ为离散后
单元ｉ的长度。通过有限元应力分析，式（１）可以表
示为应力与强度参数的函数

ＦＯＳ＝
∑
ｎ

ｉ＝１∫
ΔＬｉ

０
（ｃ′＋σ′ｉｔａｎσφ′）ΔＬ

∑
ｎ

ｉ＝１∫
Δｌｉ

０
τｉΔＬ

（２）

　　由数值积分，式（２）可表示为

ＦＯＳ＝
∑
ｎ

ｉ＝１∫
＋１

－１
（ｃ′＋σ′ｉ（ξ）ｔａｎφ′）｜Ｊ｜Δξ

∑
ｎ

ｉ＝１∫
＋１

－１
τｉ（ξ）｜Ｊ｜Δξ

（３）

其中，｜Ｊ｜为雅各比矩阵。剪应力τｉ 和有效正应力

σ′ｉ可通过有限元计算的应力场得到：

τｉ（ξ）＝０．５（σｘ＋σｙ）ｓｉｎ（２α）－τｘｙｃｏｓ（２α）

σ′ｉ（ξ）＝０．５（σｘ＋σｙ）＋０．５（σｘ－σｙ）ｃｏｓ（２α｛ ）
（４）

其中，α为滑动面微元与水平方向的夹角；σｘ，σｙ 和

τｘｙ为滑动面微元高斯积分点的应力值。
具体的滑动面优化搜索方法参见文献［１０，１３］，

本文不再赘述。

２　极限平衡的充分必要条件

极限平衡状态是一种假设的状态。处于极限平
衡状态的土体结构，如果其滑动面上每一点的剪应
力均等于抗剪强度，那么整个滑动体就认为处于极
限平衡状态。
土体处于极限平衡状态的充分必要条件可以由

式（５）表示：

∫
Ｌ

０
τｄＬ＝∫

Ｌ

０
τｆｄＬ （５）

　　沿滑动面的剪应力积分等于抗剪强度的积分。
如图１所示，临界滑动面假设为离散为多个微

元线段的曲线，在任意点Ａ，剪应力与抗剪强度表示
为

τｉ·ΔＬｉ＝τｆｉ·ΔＬｉ （６）

　　充分必要条件的推导过程如图２所示。

图１　临界滑动面任意微元上的剪应力与抗剪强度
Ｆｉｇ．１　Ｓｈｅａｒ　ｓｔｒｅｓｓ　ａｎｄ　ｓｈｅａｒ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ　ｉｎ　ａ　ｓｅｇｍｅｎｔ　ｏｆ　ａ　ｃｒｉｔｉｃａｌ

ｓｌｉｐ　ｓｕｒｆａｃｅ

３　应变软化有限元极限平衡法

在对极限平衡条件充分必要性证明时，有一个
最重要的条件就是τ≤τｆ。但对于应变软化的应力
应变关系，如图３所示，如果选取τｆ＝τｒｆ，在土结构
内便会存在τ＞τｆ的点，虽然能够保证滑动面上抗
剪强度充分发挥，但此时极限平衡条件充分必要性
证明会存在问题。如果τｆ＝τｐｆ（规范规定土体达到
破坏），又会高估土体的强度，忽略土体的渐进破坏。
所以本文提出新的安全系数定义方式，当ε≥εｐｐｌ（εｐｐｌ
为峰值强度对应的应变值）进入软化阶段，即土体承
载能力降低的阶段，认为土体破坏，一点的破坏准则
为τｆ＝τｆ（ε），ε≥εｐｐｌ，在滑动面上的极限平衡条件为
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图２　充分（左侧）必要（右侧）条件推导过程
Ｆｉｇ．２　Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｅｃｅｓｓａｒｙ（ｒｉｇｈｔ）ａｎｄ

ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ（ｌｅｆｔ）ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图３　应变软化土的应力应变关系曲线
Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｓｔｒｅｓｓ　ａｎｄ　ｓｔｒａｉｎ　ｏｆ　ｓｏｉｌｓ　ｗｉｔｈ

ｓｔｒａｉｎ－ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ　ｂｅｈａｖｉｏｒ

∫
Ｌ

０
τｄＬ＝∫

Ｌ

０
τｆ（ε）ｄＬ （７）

　　而τｆ（ε）为与应变有关的强度函数。安全系数
定义为

ＦＯＳ＝∫τｆ（ε）ｄＬ
∫τｄＬ

，

ε＜εｐｐｌ，τｆ（ε）＝τｐｆ，

ε≥εｐｐｌ，τｆ（ε）＝ｃ′（εｐｌ）＋σ′ｔａｎφ′（εｐｌ
烅
烄

烆 ）
（８）

４　考虑应变软化的边坡稳定分析

本算例引自文献［４］，假设屈服函数满足摩尔－
库仑破坏准则，采用非关联流动法则，剪涨角Ψ＝
０°，土的应变软化行为通过降低抗剪强度参数［５］（黏
聚力ｃ′，内摩擦角φ′）来模拟，如图４所示。等效塑
性应变εｅｑ可以通过对等效塑性应变率积分得到：

εｅｑ＝∫
ｔ

０
２εｐｉｊεｐｉｊ／槡 ３ｄｔ （９）

图４　强度参数与等效塑性应变的关系曲线
Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ａｎｄ　ｅｑｕｉｖａ－

ｌｅｎｔ　ｐｌａｓｔｉｃ　ｓｔｒａｉｎ

　　算例的几何形状及边界条件如图５所示，为了
和传统极限平衡法的计算结果对比，将边坡上部所
受的局部荷载改为均布压力。本文极限平衡法的计
算采用Ｇｅｏ－Ｓｌｏｐｅ程序，加载过程如图６所示，材料
参数见表１。

图５　一个上表面作用局部竖向均布荷载的简单边
坡

Ｆｉｇ．５　Ａ　ｓｉｍｐｌｅ　ｓｌｏｐｅ　ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ　ｔｏ　ａ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｉｍ－

ｐｏｓｅｄ　ａｔ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｓｕｒｆａｃｅ

表１　模型参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｍｏｄｅｌ

γ／（ｋＮ·ｍ－３） Ｅ／ｋＰａ υ φ′ｐ／（°） φ′ｒ／（°）

２０．０　 １０　０００　 ０．２５　 ３５．０　 ３５．０
ｃ′ｐ／ｋＰａ　 ｃ′ｒ／ｋＰａ Ψ／（°） εｒｅｑ
３０．０　 ５．０　 ０．０　 ０．０４

　　在极限平衡法的计算分析中，分别采用峰值和
残余两种强度进行稳定分析，安全系数分别为１．５４２
和０．７３１（表２）。搜索得到的最危险滑动面如图７
所示。在有限元极限平衡法的计算分析中，分别采
用峰值强度和应变软化情况进行稳定分析，安全系
数分别为１．５６０和１．０９０（表２）。搜索的最危险滑
动面如图８所示。由两种算法的结果对比可知，当
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图６　加载历史
Ｆｉｇ．６　Ｌｏａｄｉｎｇ　ｈｉｓｔｏｒｙ

采用峰值强度进行稳定分析时，两种方法的安全系
数非常接近，滑动面形状也较为相似。极限平衡法
采用残余强度时，安全系数小于１，滑动面相对于峰
值强度时表现为浅弧。而有限元极限平衡法考虑材
料应变软化，计算的安全系数大于并接近于１。对
应的有限元等效塑性应变云图如图８所示，等效塑
性应变“带”接近贯通。

图７　极限平衡法和有限元极限平衡法的临界 滑动

　　　面对比（实线：峰值强度；虚线：考虑材料软化）
Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｓｌｉｐ　ｓｕｒｆａｃｅｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ

ＬＥＭ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ＦＥＬＥＭ （ｓｏｌｉｄ　ｌｉｎｅ：ｐｅａｋ　ｓｔｒｅｎｇｔｈ；

ｄｏｔｔｅｄ　ｌｉｎｅ：ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｓｔｒａｉｎ－ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ）

表２　计算结果对比

Ｔａｂｌｅ　２　Ｔｈｅ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｒｅｓｕｌｔｓ

方法 强度 安全系数

Ｂｉｓｈｏｐ法
峰值强度 １．５４２
残余强度 ０．７３１

有限元极限平衡法
峰值强度 １．５６０
考虑软化 １．０９０

５　结论

基于有限元极限平衡法，本文提出考虑应变软
化的边坡稳定分析方法。算例结果表明：采用峰值

图８　考虑材料软化有限元计算的等效塑性应变云图
Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｔｏｕｒ　ｏｆ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｐｌａｓｔｉｃ　ｓｔｒａｉｎ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｔｈｅ

ｍａｔｅｒｉａｌｓ＇ｓｔｒａｉｎ－ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ

强度，传统的极限平衡法和有限元极限平衡法的计算
结果一致。但传统的极限平衡法不能考虑应变软化
现象，当采用残余强度时，安全系数远小于１；有限元
极限平衡法可以考虑材料的应变软化，计算的安全系
数大于１并接近于１。证明此情况下，采用峰值强度
作为破坏点，应用极限平衡法评价坡体的稳定性，将
会高估土体的强度。有限元极限平衡法可以克服上
述缺点，适用于考虑渐进破坏的稳定分析。
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