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基于综合刚度原理的陡坡基桩有限杆单元分析①
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摘要：为分析陡坡段桥梁基桩内力及变形特性，提出一种有限杆单元计算方法。首先，基于综合刚

度原理并引入双参数地基模型，建立适用于陡坡基桩内力计算分析的修正有限杆单元刚度方程；在
此基础上结合杆系结构受力特征，提出考虑Ｐ－Δ效应的杆单元修正矩阵；最后，根据有限杆单元计

算原理，基于 ＭＡＴＬＡＢ平台编制计算程序，并对某工程实例进行分析。计算结果显示：改进有限

杆单元方法可行且具有较高的精度；陡坡段桥梁基桩Ｐ－Δ 效应显著，应在设计计算中予以考虑；在
浅层地基土抗力计算中双参数地基模型较ｍ法精度更高。
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０　引言

随着高速公路向山区推进，部分路线须穿越崇

山峻岭，由于地质条件复杂、沿线土地宝贵、耕地资

源紧缺等原因，导致高桥墩林立，很多桥梁桩基需要

设置在陡坡地段［１］。陡坡段桥梁基桩受力特性十分

复杂，除受到上部结构传来的复杂荷载外，还要承受

来自坡体的剩余下滑力。此外，由于桩前土体缺失、
上覆土层软弱，桩土共同作用机理较平地基桩复杂

得多［２］。
现行规范中尚无陡坡基桩内力计算方法，设计

过程大多参照平地桩或不考虑潜在滑动面以上地基

土抗力，而这或将低估基桩水平位移引发工程事故，
或将低估地基土抗力造成不必要的浪费。为此，国

内外部 分 学 者 开 展 了 理 论 与 试 验 研 究。Ｍｅｙｅｒ－
ｈｏｆ［３］最早研究了 倾 斜 荷 载 下 成 层 土 地 基 中 的 基 桩

承载机理；赵文［４］给出了竖向荷载下陡坡段桥梁桩

基安全距离计算方法；赵明华［５］、杨明辉［６］分别提出

了陡坡段桥梁桩基位移及内力分析的有限差分解答

与幂级数解答；龚先兵［７］、尹平保［８］以实际工程为原

型，依据相似原理完成了高陡横坡桥梁双桩基础模

型试验，得到了桩基及边坡变形发展规律。然而，上
述研究中少有对桩基与边坡相互作用的探讨，或是

简单的对水平抗力乘以折减系数，难以准确计算桩

前土体抗力。为弥补弹性地基反力法参数单一的缺

陷，Ｖｌａｓｏｖ［９］与Ｐａｓｔｅｒｎａｋ［１０］分 别 提 出 了 双 参 数 地

基模型；张望 喜［１１］基 于 双 参 数 地 基 理 论，获 得 了 横

向荷载作用下基桩水平位移解析解；梁发云［１２］基于

Ｐａｓｔｅｒｎａｋ模型，提 出 了 双 参 数 水 平 受 荷 桩 计 算 方

法。引入双参数地基模型对横向受荷桩的计算精度

提高起到了重要作用，然而陡坡基桩与横向受荷桩

有显著差异，现有研究中亦鲜少将基桩与边坡作为

整体进行分析。
鉴于此，本文基于综合刚度原理将基桩及地基

土综合考虑，通过引入双参数地基模型，以有限杆单

元方法为求解手段，建立综合考虑桩土相互作用及

Ｐ－Δ效应，适用于陡坡段桥梁基桩计算分 析 的 改 进

有限杆单元方法，并在此基础上分析轴力对Ｐ－Δ 效

应的影响以及双参数地基法与ｍ 法的区别，以期为

类似工程提供参考。

１　陡坡段桥梁基桩受力分析

陡坡段桥梁基桩属于复杂受荷桩，与普通桥梁

基桩不同之处在于其不仅受到来自上部结构传来的

轴、横向荷载以及弯矩，还要承受坡体传来的剩余下

滑力（图１）。此外，由于桩前临空面的存在，桩前一

侧不再是半无限空间，坡面以下土体在一定深度内

无法正常提供抗力，加上陡坡段桥梁基桩自由段长，

Ｐ－Δ效应明显，这导致基桩易产生较大的水平位移。

图１　陡坡段桥梁基桩受力分析

Ｆｉｇ．１　Ｆｏｒｃｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｂｒｉｄｇｅ　ｐｉｌｅ　ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｉｎ　ａ　ｓｔｅｅｐ
ｓｌｏｐｅ

　　根据陡坡基桩受力特性及计算分析需要，将陡

坡段桥梁基 桩 分 为 自 由 段、受 荷 段 及 嵌 固 段［１３］，并

对地基模型做如下假定：
针对陡坡基桩桩前土抗力弱化效应，引入Ｐａｓ－

ｔｅｒｎａｋ双参数地基模型［１０］，在 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模型的

基础上，假定各弹簧单元间存在剪切相互作用。该

模型可以表述为：

ｐ（ｚ）＝ｍｂ０ｚｘ＋Ｑｐ （１）

Ｑｐ ＝Ｇｐｂ０γ （２）
式中：ｐ（ｚ）为单位长度上地基土水平抗力（ｋＮ／ｍ）；

ｍ为地基抗力比例系数（ｋＮ／ｍ４）；ｂ０ 为桩计算宽度

（ｍ）；ｚ为 坡 面 以 下 深 度（ｍ）；ｘ 为 桩 身 水 平 位 移

（ｍ）；Ｑｐ 为土体剪切力（ｋＮ）；Ｇｐ 为桩侧土体剪切模

量（ｋＰａ）；γ为土体剪应变。
该模型力学概念明确，采用地基抗力比例系数

ｍ及地基土剪切模量两个独立参数描述地基土水平

抗力特性，使地基土水平抗力评价指标不再单一，同
时还改进了 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模型不连续的缺陷。不难

发现，当Ｇｐ＝０时，此模型即退化为 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模

型，当无Ｇｐ 实测值时可通过下式求出：

Ｇｐ＝
Ｅｓ

２（１＋ｖ）
（３）

式中：Ｅｓ 为地 基 土 压 缩 模 量（ｋＮ／ｍ２）；ｖ为 地 基 土

泊松比。
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２　基于综合刚度原理的有限杆单元方法

有限杆单元是一种两节点有限单元法，适用于

工程中各种杆系结构计算分析，然而普通的杆单元

无法考虑桩土 共 同 作 用 以 及Ｐ－Δ 效 应 即 轴 力 对 剪

力和弯矩的影响，需修正单元刚度矩阵。
平面杆单元如图２所示，杆单元长度为ｌｉ，截面

积Ａ，截面惯性矩Ｉ，弹性模量Ｅ，珚ＦＮｉ、珚ＦＱｉ、珨Ｍｉ为作用

于节点ｉ的 轴 力、剪 力 和 弯 矩，珚ＦＮｊ、珚ＦＱｊ、珨Ｍｊ 为 作 用

于节点ｊ的轴力、剪力和弯矩。各物理量 正 方 向 如

图２所示。

图２　杆单元受力变形分析示意图

Ｆｉｇ．２　Ｆｏｒｃｅ　ａｎｄ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｐｏｌｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ

　　取单元挠曲函数为ｚ的三次多项式：

ｖ（珔ｚ）＝ａ＋ｂ珔ｚ＋ｃ珔ｚ２＋ｄ珔ｚ３ （４）

　　杆端力矩阵与杆端位移矩阵分别为：
珚Ｆｅ＝ 珚ＦＮｉ 珚ＦＱｉ 珨Ｍｉ 珚ＦＮｊ 珚ＦＱｊ 珨Ｍ［ ］ｊ Ｔ （５）
珔δｅ＝ 珔ｕｉ　珔ｖｉ　珔φｉ　珔ｕｊ　珔ｖｊ　珔φ［ ］ｊ Ｔ （６）

　　杆端力与对应的杆端位移关系可用单元刚度矩

阵描述如下：
珚Ｆｅ＝ｋ珔δｅ （７）

ｋ＝

ＥＡ
ｌｉ

０ ０ －ＥＡｌｉ
０ ０

０ １２ＥＩ
ｌ３ｉ

６ＥＩ
ｌ２ｉ

０ －１２ＥＩｌ３ｉ
６ＥＩ
ｌ２ｉ

０ ６ＥＩ
ｌ２ｉ

４ＥＩ
ｌｉ

０ －６ＥＩｌ２ｉ
２ＥＩ
ｌｉ

－ＥＡｌｉ
０ ０ ＥＡ

ｌｉ
０ ０

０ －１２ＥＩｌ３ｉ
－６ＥＩｌ２ｉ

０ １２ＥＩ
ｌ３ｉ

－６ＥＩｌｉ

０ ６ＥＩ
ｌ２ｉ

２ＥＩ
ｌｉ

０ －６ＥＩｌ２ｉ
４ＥＩ
ｌ

熿

燀

燄

燅ｉ

（８）

式中：ｌｉ 为杆单元长度。

２．１　有限杆单元方法与综合刚度原理

目前在基桩水平承载力计算方法中，基桩刚度

大多仅取决于桩身材料的物理属性，与桩周土体无

关。但事实上，设置于岩土体中的基桩刚度是桩土

共同作用的结果，由桩身材料、荷载大小以及土体抗

力综合确定，即为综合刚度［１５］。本文从有限单元法

等效节点力的概念出发，将剩余下滑力及桩周土抗

力分别等效为单元节点力与桩身刚度的增量，以综

合考虑桩土相互作用，具体推导过程如下。
将基桩离散为有限个杆单元，取其中任一单元

进行分析，设该单元上节点ｉ与地面距离为ｈｉ，单元

长度为ｌｉ，如图３所示。

图３　桩单元与土共同作用

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｉｌｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｎｄ　ｓｏｉｌ

　　根据式（４）假定，桩身位移用三次幂表示时，单

元内部任一点位移与单元节点位移可由如下关系描

述：
珔ｕ
珔ｖ
珔

熿

燀

燄

燅φ
＝

Ｎｕ
Ｎｖ
Ｎ

熿

燀

燄

燅

（珔ｕｉ　珔ｖｉ　珔φｉ　珔ｕｉ　珔ｖｉ　珔φｉ）
Ｔ （９）

Ｎｕ
Ｎｖ
Ｎ

熿

燀

燄

燅
＝ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

１－
珔ｚ
ｌｉ

０ ０
珔ｚ
ｌｉ

０ ０

０　 １－３
珔ｚ２
ｌ２ｉ
＋２
珔ｚ３
ｌ３ｉ
－ｘ＋２

珔ｚ２
ｌｉ ＋

珔ｚ３
ｌ２ｉ
０ ３珔ｚ２

ｌ２ｉ
－２
珔ｚ３
ｌ３ｉ

珔ｚ２
ｌｉ－
珔ｚ３
ｌ２ｉ

０ －
珔ｚ
ｌ２ｉ
＋６
珔ｚ２
ｌ３ｉ

－１＋４
珔ｚ
ｌｉ－

３珔ｚ２
ｌ２ｉ

０ ６珔ｚ
ｌ２ｉ
＋６
珔ｚ２
ｌ３ｉ

２珔ｚ
ｌｉ －

３珔ｚ２
ｌ２

熿

燀

燄

燅ｉ
（１０）

式中：珔ｕ、珔ｖ、珔φ分别表示单元内部一点的竖向、水平和

转角位移；Ｎｕ、Ｎｖ、Ｎφ 分别为对应的形函数矩阵。
依据有限元等效节点荷载处理方法，将作用于

单元内部的荷载（剩余下滑力及桩周土抗力）根据等

效虚功原理“移植”到单元节点上，剩余下滑力ｑ（ｚ）
等效节点力表达式为：

珚Ｆｅｑ＝∫
ｌｉ

０
ＮＴｖｑ（珔ｚ）ｄ珔ｚ＝ 　　　

０　－ｑ
（珔ｚ）ｌｉ
２ 　ｑ

（珔ｚ）ｌ３ｉ
１２ 　０　－ｑ

（珔ｚ）ｌｉ
２ 　－ｑ

（珔ｚ）ｌ３ｉ（ ）１２

Ｔ

（１１）
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　　同理，桩周土抗力亦可用等效节点力表示，并将

土体剪应变γ用单元体转角表示，即：

Ｑｐ＝Ｇｐｂ０ｄ
珚ｘ
ｄ珔ｚ＝Ｇｐｂ０

珔φ （１２）

　　结合式（１）、式（２）可得土体抗力等效节点力表

达式为：

珚Ｆｅｐ＝∫
ｌｎ

０
（ＮＴｖｍｂ０ｚ珔ｕ＋ＮＴφＧｐｂ０珔φ）ｄ珔ｚ （１３）

带入式（９）、（１０），积分可得：
珚Ｆｅｐ＝ （ｋ１＋ｋ２）珔ｕｉ 珔ｖｉ 珔φｉ 珔ｕｉ 珔ｖｉ 珔φ（ ）ｉ Ｔ　（１４）

ｋ１ ＝ｍ（ｈｉ＋ｌｉ２
）ｂ０　　　　　　　　　　　

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １３
３５ｌｉ

１１
２１０ｌｉ ０ ９

７０ｌｉ －１３４２０ｌ
２
ｉ

０ １１
２１０ｌｉ

１
１０５ｌ

３
ｉ ０ －１９１４０ｌ

２
ｉ － １

１４０ｌ
３
ｉ

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ９
７０ｌｉ －１９１４０ｌ

２
ｉ ０ １３

３５ｌｉ －１１２１０ｌ
２
ｉ

０ －１３４２０ｌ
２
ｉ － １

１４０ｌ
３
ｉ ０ － １

１４０ｌ
３
ｉ

１
１０５ｌ

３

熿

燀

燄

燅
ｉ

（１５）

ｋ２＝Ｇｐｂ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ６
５ｌｉ

１
１０ ０ － ６５ｌｉ

１
１０

０ １
１０

２
１５ｌｉ

０ －１１０ －ｌｉ３０
０ ０ ０ ０ ０ ０

０ － ６５ｌｉ －１１０ ０ ６
５ｌｉ －１１０

０ １
１０ －ｌｉ３０ ０ －１１０

２
１５ｌ

熿

燀

燄

燅ｉ

　（１６）

　　ｋ２、ｋ３ 即为考虑综合刚度原理及双参数地基模

型后有限杆单元刚度矩阵的修正矩阵。

２．２　考虑Ｐ－Δ效应的杆单元方法

考虑到高陡边坡上桥梁基桩自由段长，且坡面

以下一定深度内土体无法提供充足的抗力，因而存

在明显的“Ｐ－Δ”效 应，而 普 通 有 限 杆 单 元 方 法 无 法

考虑到这 一 点。因 此 应 对 有 限 杆 单 元 进 行 适 当 改

进，具体过程介绍如下。
对杆单元分 析 下 端 中 点 取 矩（图３），结 合 材 料

力学中弯矩、剪力与水平位移的关系，可导得杆单元

节点荷载与节点位移关系如下［１６］：

珚ＦｅＱｉ ＝ＥＩｄ
３珚ｘ
ｄ珔ｚ３＋ｐｉｊ

（珔ｖｅｉ－珔ｖｅｊ）／ｌｉ

珨Ｍｅｉ ＝ＥＩｄ
２珚ｘ
ｄ珔ｚ２

珚ＦｅＱｊ ＝－ＥＩｄ
３珚ｘ
ｄ珔ｚ３－ｐｉｊ

（珔ｖｅｉ－珔ｖｅｊ）／ｌｉ

珨Ｍｅｉ ＝－ＥＩｄ
２珚ｘ
ｄ

烅

烄

烆 ｚ

（１７）

式中，ｐｉｊ为杆单元中点轴力。
式（１７）即可考虑单元轴力对剪力的影响，对比

式（８）可得到考虑Ｐ－Δ效应的修正单元刚度矩阵：

ｋ３ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０

ｐｉｊ
ｌｉ

０ ０ －ｐｉｊｌｉ
０

０ ０ ０ ０
０ ０ ０

对称 ｐｉｊ
ｌｉ

熿

燀

燄

燅

０

０

（１８）

２．３　考虑综合刚度原理及Ｐ－Δ效应的杆单元方法

综合上述部分，结合式（７～８）、（１４～１６）、（１８）

可得考虑综合 刚 度 原 理 及ＰΔ 效 应 且 具 有 统 一 形

式的杆单元刚度矩阵Ｋ＝ｋ＋ｋ１＋ｋ２＋ｋ３。
式（１９）（见第５１页）即适用于陡坡段桥梁基桩

内力计算的有限杆单元的刚度方程，且适用于双参

数地基，解决了普通有限杆单元方法难以真正考虑

桩土共同工作及Ｐ－Δ效应的问题。

３　算例验证

为验证本文方法的正确性，以某高速公路陡坡

段桩柱式桥梁基桩为例进行计算。该桥梁４号墩基

桩设置于河岸陡坡上（图４）。基桩自由段桩长３９．６
ｍ，其中Ｌ１＝１４ｍ，Ｌ２＝１４ｍ，Ｌ３＝１１．６ｍ，ｄ１＝２．２
ｍ，ｄ２＝２．０ｍ，ｄ３＝１．８ｍ，坡 面 以 下 桩 长 Ｈ＝２５
ｍ，桩径Ｄ＝２．５ｍ，桩身混凝土弹性模量Ｅ＝２．８×
１０４　ＭＰａ。桩侧岩土体由强风化白云质灰岩和中风

化白云质灰岩组成。地基土计算参数如表１所示。
表１　地基土计算参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｓｏｉｌｓ

土层 厚度／ｍ
水平抗力比例系

数／（ＭＮ·ｍ－４）
剪切模量／ＭＰａ

强风化白云质灰岩 ５　 １０　 １．５
中风化白云质灰岩 ２０　 ７２　 ２０

　　桩顶荷载为：轴力Ｐ０＝７　２２７．５ｋＮ，水平力Ｑ０
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图４　桩柱式桥梁基桩计算简图

Ｆｉｇ．４　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｉｌｅ－ｃｏｌｕｍｏｎ　ｂｒｉｄｇｅ　ｐｉｌｅ

＝７８ｋＮ，弯矩Ｍ０＝１１２ｋＮ·ｍ，剩余下滑力合力为

３７５ｋＮ，按三角形分布。根据本文提出的改进有限

杆单元方法，将基桩划分为６４５个杆单元，以编制的

ＭＡＴＬＡＢ程 序 计 算，计 算 结 果 与 文 献［１３］方 法 比

较，如图５所示。

图５　桩身位移及弯矩计算结果对比

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ａｎｄ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｍｏｍｅｎｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｉｌｅ　ｓｈａｆｔ

　　文献［１３］为幂级数方法，图５表明采用本文方

法计算的桩身位移及弯矩与文献［１３］计算结果吻合

较好，说明本文方法是可行的，可为类似工程提供参

考。

４　结论

（１）本文基于综合刚度原理推导的杆单元刚度

方程适用于双参数地基模型且能考虑ＰΔ 效应，具

有统一形式，可用于复杂荷载下陡坡基桩计算分析；
（２）陡坡基桩自由段长，横向荷载大，竖向荷载

对桩身水平位移及弯矩有显著影响，因此设计计算

过程中应当考虑Ｐ－Δ效应，不宜采用小变形叠加原

理。
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