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饱和土中浅埋隧道耦合二维动力响应解答探讨①
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摘要:针对平面波耦合作用下饱和半空间中浅埋隧道二维动力响应的典型问题的解答进行探讨。
首先基于Biot饱和孔隙介质理论建立饱和土场方程,并通过中间势函数的代入推导得到饱和土体

中的快纵波、慢纵波及横波的Helmholtz势函数方程,随后引入柱坐标系下饱和土体和弹性衬砌的

势函数通解,并代入边界条件中,建立以第n 组参数为变量的多元一次齐次线性方程组。采用本

文的推导思路,可以解决饱和土体中的浅埋隧道在地震作用时P波和S波耦合作用下的响应问

题。
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SolutionsforTwo-dimensionalDynamicResponseofShallowTunnels
inSaturatedSoilunderCouplingInteractionofPandSWaves
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Abstract:Thisstudybrieflydiscussessolutionsforatypicalcaseconcerningthetwo-dimensional
dynamicresponseofshallowtunnelsunderthecoupledinfluenceofplanewaves.Thefield
equationofsaturatedsoilisbasedontheBiottheoryforasaturatedporousmedium.TheHelm-
holtzequationsforthepotentialfunctionsofafastP,slowP,andSwavesarededucedbyintro-
ducingadditionalpotentials.Byintroducingthegeneralsolutionsofthepotentialfunctionsinto
theboundaryconditions,themultivariatelinearequationsarebuiltupinacylindricalcoordinate
system.Thedeductionprocedureofthispapercanbeutilizedtosolveproblemsconcerningthe
seismicresponseofshallowtunnelsinsaturatedsoilunderthecoupledinfluenceofPandSwaves
duringanearthquake.
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0 引言

考虑到施工成本及服务需求,浅埋隧道广泛应

用于城市地铁、城市隧道枢纽等交通网络中,其工程

抗震特性是一个非常值得研究的问题,这关系到隧

道的安全性及工程的可行性论证。上世纪七十年

代,波的折射和散射问题由Pao等[1]开创性地采用

波函数展开法进行分析,研究了无限空间中洞室在

弹性波入射条件下的动应力集中问题。随后Lee
等[2]将研究工作拓展开到弹性半空间中洞室对SH
波的散射问题,得到了解析解答。在其后期的研究

中,Lee等[3-4]采用大圆弧假定条件分别研究了地下

洞室对更为复杂的P波和SV波的散射解析解。

① 收稿日期:2014-08-20
作者简介:胡文韬(1986-),男,讲师,主要从事交通地基动力分析等方面的教学和科研。E-mail:qqzei@zju.edu.cn。



随着研究的深入,考虑到工程实践的需要,越来

越多的学者针对饱和孔隙土体中洞室的动力响应问

题进行研究。Lin[5]基于Biot饱和孔隙介质理论研

究了P波作用下饱和孔隙介质中的圆柱洞室的动

力响应。李伟华等[6-7]通过数值分析方法研究了稳

态及瞬态平面SV波作用下饱和半空间中的隧洞的

动力集中问题。Kattis等[8]基于平面应变条件假

定,采用边界元法解决了饱和无限半空间中任意形

状洞室对平面 P波和SV 波的折射问题。Wang
等[9]采用复变量代换方法分析了饱和土浅埋衬砌隧

道的平面波衍射问题,得到了半解析的解答。基于

同样的分析方法,Jiang等[10]进一步对弹性衬砌厚

度、模量比和孔隙率的影响效应进行了探讨。
纵观过去对饱和土体中洞室动力响应的研究工

作可以看到,尽管对P波和S波的散射与折射问题

的研究工作比较完备,但是鲜有文献对两种波的耦

合作用下饱和土体中的洞室振动问题进行系统分

析。而这一问题在地震多发地区的浅埋地下结构抗

震设计时,尤其在需要考虑地震的长期作用效应时

尤为重要。为完善这一工作,本文将根据Biot饱和

孔隙介质理论,采用大圆弧假定,针对平面波耦合作

用下饱和半空间浅埋隧道的二维动力响应问题的解

答进行探讨。

1 基本方程

本研究的几何模型如图1所示。饱和土体可

假定为饱和半无限空间,内径和外径分别为Ri,Ro

的圆形衬砌隧洞浅埋在地表以下 H 深处。为便于

分析,地表水平面可用一极大的半径为RS(RS≫
H)圆弧的一段来表示。为表示不同波场,定义两套

柱坐标系(r1,θ1)和(r2,θ2),两坐标系的中心分别

位于隧道的中心O1 处和地表圆弧的圆心O2 处,d
为O1 和O2 之间的距离。入射平面波(上标为“0”)
的传播方向与垂直方向夹角为α0,在地表平面处

(“i”)和隧道表面(“o”)均形成散射波,同时在衬砌

内部形成外壁传向内壁(“i”)和内壁传向外壁(“o”)
的散射波。

1.1 饱和土场方程

根据Biot饱和孔隙介质理论[11],饱和土体的本

构关系可表示为:

σij =2μεij +λδije-αδijpf

-pf=αMe-Mξ=αMui,i+Mwi,i (1)
式中:σij为孔隙微元的总应力张量;ui 为土颗粒的

位移分量;wi 为孔隙流体相对于土颗粒的位移分

图1 饱和半空间中衬砌隧道动力模型

Fig.1 Dynamicmodelofthelinedtunnelinsaturated
   half-space

量;εij和e分别为土颗粒的应变张量和剪胀变形;ξ
为孔隙流体的空间变化率;λ 和μ 为土体Lamé常

数;α和M 为Biot系数;pf 为孔隙压力;δij为Kro-
necker张量。当孔隙流体满足Darcy流体条件时,
饱和孔隙介质的运动方程可表示为:

σij,j =ρ̈ui+ρf̈wi

-pf,i=ρf̈ui+ρf
nẅi+ḃwi (2)

式中:b=nk-1;ρ和ρf 分别是微元体密度和孔隙流

体密度,且满足关系ρ=(1-n)ρs+nρf,其中ρs 为

土颗粒的密度,n 为孔隙率;η 为孔隙流体的黏度;k
为渗透系数。将式(1)代入式(2)得到以位移为变量

的运动方程表达式:

μui,jj +(μ+λ+α2M)uj,ji+αMwj,ji=ρ̈ui+ρf̈wi

αMuj,ji+Mwj,ji=ρf̈ui+ρf
nẅi+ḃwi (3)

  方程组(3)的解可用Helmholtz理论进行求解,
引入标量势函数ϕ 和χ,以及矢量势函数ψ 和Θ,令

ui=ϕ,i+eijkψk,j,wi=χ,i+eijkΘk,j (4)

  同时考虑此运动为谐运动状态,谐频率为ω,各
位移分量与时间的相关性均可表示为参量eiωt。将

式(4)及时间相关参量表达式代入方程组(3)可得到

以下方程组:
(2μ+λ+α2M)ϕ,jj +ρω2ϕ+αMχ,jj +ρfω2χ=0

αMϕ,jj +ρfω2ϕ+Mχ,jj + ρf
nω2+iωb

æ

è
ç

ö

ø
÷χ=0

μψi,jj +ρω2ψi+ρfω2Θi=0
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ρfω2ψj +
ρf
nω2Θj +iωbΘj =0 (5)

由方程组(5)后两式可得到ψ 和Θ 间的关系表达

式:

Θ=γΨ =- ρfω2

iωb+ρfn-1ω2ψ (6)

以及剪切波运动方程

ψi,jj +k2tψi=0,k2t=μ-1(ρ+ρfγ)ω2 (7)

  为得到势函数ϕ 和χ 之间的关系,引入中间势

函数φf和φs 作为势函数ϕ 和χ 的线性表示[12]:

ϕ=φf+ξsφs,χ=ξfφf+φs (8)
式中:ξf和ξs 为待定常数。将式(8)回代入方程组

(5)前两式,经过合并重组可得到如下方程:
(A+ξfαM)∇2+(ρ+ξfρf)ω2[ ]φf+
(ξsA+αM)∇2+(ξsρ+ρf)ω2[ ]φs=0
(αM +ξfM)∇2+ρfω2+ξfB[ ]φf+
(ξsαM +M)∇2+ξsρfω2+B[ ]φs=0

(9)

其中:A=2μ+λ+α2M,B=ρfn-1ω2+iωb;∇2 表

示Laplace算子,与张量微分标记“,jj”意义相同。
方程组(9)成立的条件为 :

ρω2+ξfρfω2

A+ξfαM
=ρfω2+ξfB
αM +ξfM

=k2f,

ξsρω2+ρfω2

ξsA+aM =ξsρfω2+B
ξsαM +M =k2s (10)

  如此,中间势函数φf和φs便满足

(∇2+k2f,s)φf,s=0 (11)

  ξf和ξs 的表达式可求解式(10),得到

ξf,s=
1
2Df,s

·G (12)

式中:

Df=Mρfω2-αMB,Ds=(αMρ-Aρf)ω2,

G=AB-Mρω2± (AB-Mρω2)2-ADfDs

(13)

  式(7)中的kt以及式(10)中的kf、ks 分别对应

于孔隙介质中的横波、快纵波和慢纵波的复波数。
为满足波在土介质中传播的过程中逐渐衰减这一事

实,必须始终满足关系式Im(kt,f,s)>0,同时为确保

快纵波的传播始终快于慢纵波,认定关系Re(kf)<
Re(ks)成立。根据式(6)和(8),位移表达式(4)可
改写为

ui=(φf+ξsφs),i+eijkΨk,j,

wi=(ξfφf+φs),i+eijkγψk,j (14)

1.2 弹性衬砌场方程

假定衬砌为理想弹性材料,其Lamé常数为λl

和μl,密度为ρl。令vi 为衬砌位移分量,则根据经

典弹性理论,弹性衬砌的运动方程表达式为:

μlvi,jj +(λl+μl)vj,ji=ρl̈v (15)

  类似,引入势函数表达式vi=ψ,i+eijkΦk,j,方
程(15)可表示为Helmholtz方程的形式:

∇2ψ+k2lpψ=0,∇2Φ+k2ltΦ=0 (16)
式中:klp和klt分别为衬砌中传播的纵波与横波实波

数,其值为:

k2lP=
ω
vP

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
ω2

(λl+2μl)ρ-1
l

k2lt=
ω
vS

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
ω2

μlρ-1
l

(17)

其中:vP 和vS 分别代表衬砌中的传播的纵波与横

波波速。

1.3 柱坐标系中的运动解答

在柱坐标系中,各位移分量可表示为:

ur =
φf
r +ξs

φs

r +
1
r

ψz

θ

uθ =
1
r

φf
θ +ξs

r
φs

θ -
ψz

r

wr =ξf
φf
r +

φs

r +
γ
r

ψz

θ

ur =
ψ
r+

1
r

Φz

θ
,vθ =

1
r

ψ
θ-

Φz

r

(18)

根据式(1)可得到孔隙水压和应力分量:

σrr =2μ
ur

r -αfk2fφf-αsk2sφs

σrθ =μ
1
r

ur

θ +
uθ

r -
uθ

r
æ

è
ç

ö

ø
÷

τrr =2μl
vr

r -k2lpψ

τrθ =μl
1
r

vr

θ +
vθ

r -
vθ

r
æ

è
ç

ö

ø
÷

(19)

式中:τij表示衬砌中的应力张量,各参数的表达式

为

αf=λ+αMbf,αs=λξs+αMbs,

bf=(α+ξf)M,bs=(αξs+1)M
(20)

  首先分析饱和土体中传播的波的解答,由方程

组(7)和(11)可得到入射纵波和横波的势函数解:

φ0
f,s=φ0f,0s∑

∞

n= -∞
inJn(kf,sr1)ein(θ1-α0),

ψ0
z =ψ0∑

∞

n= -∞
inJn(ktr1)ein(θ1-α0) (21)

式中:Jn 为n 阶一类Bessel函数;φ0f,0s和ψ0为相应

的入射波的振幅。饱和半空间外表面向内产生的散
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射场势函数表达式为:

φif=∑
∞

n= -∞
Ai

n(ω)H (2)
n (kfr2)einθ2,

φis=∑
∞

n= -∞
Bi

n(ω)H (2)
n (ksr2)einθ2,

Ψi
z =∑

∞

n= -∞
Ci

n(ω)H (2)
n (ktr2)einθ2 (22)

  考虑到隧道与饱和土体交界面处边界问题的复

杂性,衬砌表面向外产生的散射波可分解为两部分:
一部分是假定圆柱形隧道所占空间为完全刚性,向
外产生的散射场(上标“o1”表示);另一部分是由隧

道的振动产生的散射场(上标“o2”表示)。这样式

(18)中的位移可人为划分为自由散射波产生的位移

(上标“(1)”表示)和隧道振动产生的位移(上标

“(2)”表示)。散射势函数表达式为:

φo1,o2
f =∑

∞

n= -∞
Ao1,o2

n (ω)H (1)
n (kfr1)einθ1,

φo1,o2
s =∑

∞

n= -∞
Bo1,o2

n (ω)H (1)
n (ksr1)einθ1,

ψo1,o2
z =∑

∞

n= -∞
Co1,o2

n (ω)H (1)
n (ktr1)einθ1 (23)

式中:Ai
n、Bi

n、Ci
n 和Ao1,o2

n 、Bo1,o2
n 、Co1,o2

n 分别代表两

组散射场的第n 维待定散射参数;H (1)
n (H (2)

n )为n
阶一类(二类)Hankel函数。式(22)中的函数以

r2、θ2 为变量,为统一坐标系,可以通过Graf加法定

理[13]将φif,s和ψi
z 转换为坐标系(r1,θ1)中的级数形

式:

Hn(kr2)einθ2 = ∑
∞

m= -∞
Jm-n(kd)Hm(kr1)eimθ1

(24)

  由此,饱和土体中的纵波的总势能场可表述为

φf=φ0
f+φif+φo

f=∑
∞

n= -∞
φ0finJn(kfr1)é

ë
êê +

Ai*
n (ω)H (2)

n (kfr1)+Ao
n(ω)H (1)

n (kfr1)ù

û
úúeinθ1

φs=φ0
s+φis+φo

s=∑
∞

n= -∞
φ0sinJn(ksr1)[ +

Bi*
n (ω)H (2)

n (ksr1)+Bo
n(ω)H (1)

n (ksr1)ù

û
úúeinθ1

(25)

  类似,入射横波的总势能场可表述为:

ψz =ψ0
z +ψi

z +ψo
z =∑

∞

n= -∞
ψ0inJn(ktr1)é

ë
êê +

  Ci*
n H (2)

n (ktr1)+Co
nH (1)

n (ktr1)ù

û
úúeinθ1  (26)

式(25)和(26)中:φo
f,φo

s,ψo
z 均为式(23)中相应各项

之和,且有

Ai*
n = ∑

∞

m= -∞
Ai

m(ω)Jm-n(kfd),

Bi*
n = ∑

∞

m= -∞
Bi

m(ω)Jm-n(ksd),

Ci*
n = ∑

∞

m= -∞
Ci

m(ω)Jm-n(ktd) (27)

  弹性衬砌内部的势函数表达式为:

ψ=∑
∞

n= -∞
Di

nJn(klpr1)+Do
nH (1)

n (klpr1)é

ë
êê

ù

û
úúeinθ1

Φz =∑
∞

n= -∞
Ei

nJn(kltr1)+Eo
nH (1)

n (kltr1)é

ë
êê

ù

û
úúeinθ1

(28)

式中:Di
n、Do

n、Ei
n、Eo

n 为待定常数。

1.4 边界条件

本问题的边界条件如下,假定衬砌完全不透水,
且衬砌与土体完全接触。在隧道与饱和土交界处,

r1=Ro 有

u(1)
r =0,u(1)

θ =0,u(2)
r =vr,u(2)

θ =vθ,

w(1),(2)
r =0,wr,r =0,σrr =τrr,σrθ =τrθ

(29)

在隧道内壁处,r1=Ri有

τrr =0,τrθ =0 (30)

在地表处,r2=Rsr1=RH(θ1)=
H
sinθ1

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 有

σrr =0, σrθ =0 (31)

  至此所有场方程和边界条件都已全部得到。

2 问题解答

将势能场的表达式(25)、(26)和(28)代入式

(18)、(19),并代入边界条件(29)~(31)可得到第

组多元一次方程组,其表达式如下:

H (2)'
n (kfRo)kfAi*

n +H (1)'
n (kfRo)kfAo1

n +

ξsH
(2)'
n (ksRo)ksBi*

n +ξsH
(1)'
n (ksRo)ksBo1

n +
inR-1

o H (2)
n (ktRo)Ci*

n +inR-1
O H (1)

n (ktRo)Co1
n =

-u0
r,n r1=Ro              (32)

inR-1
o H (2)

n (kfRo)Ai*
n +inR-1

o H (1)
n (kfRo)Ao1

n +
inξsR-1

o H (2)
n (ksRo)Bi*

n +inξsR-1
o H (1)

n (ksRo)Bo1
n -

H (2)'
n (ktRo)ktCi*

n -H (1)'
n (ktRo)ktCo1

n =
-u0

θ,n r1=Ro             (33)

H (1)'
n (kfRo)kfAo2

n +ξsH
(1)'
n (ksRo)ksBo2

n +
inR-1

o H (1)
n (ktRo)Co2

n -J’
n(klpRo)klpDi-

H (1)'
n (klpRo)klpDo-inR-1

oJn(kltRo)Ei-
inR-1

o H (1)
n (kltRo)Eo=0

(34)

inR-1
o H (1)

n (kfRo)Ao2
n +inξsR-1

o H (1)
n (ksRo)Bo2

n -
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H (1)'
n (ktRo)ktCo2

n -inR-1
oJn(klpRo)Di-

inR-1
o H (1)

n (klpRo)Do+J’
n(kltRo)kltEi+

  H (1)'
n (kltRo)kltEo=0    (35)

ξfH
(2)'
n (kfRo)kfAi*

n +ξfH
(1)'
n (kfRo)kfAo1

n +
H (2)'

n (ksRo)ksBi*
n +H (1)'

n (ksRo)ksBo1
n +

inγR-1
o H (2)

n (ktRo)Ci*
n +inγR-1

o H (1)
n (ktRo)Co1

n

   =-w0
r,n r1=Ro (36)

ξfH
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其中与入射波相关的位移参数u0
r,n、u0

θ,n和应力参数

σ0rr,n、σ0rθ,n的表达式式为
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  至此,本文所讨论的问题可得到精确解答,只需

要将相关参数的数值代入到式(32)~(48)中的各待

定常数,再将解答回代入式(25)、(26)和(28)中进行

级数求和,选取适当的阶数,可最终得到隧洞的动力

特征解答。此外,从式(43)和(44)中可以看到,受地

表浅埋的影响,隧洞的振动特征与角度参量相关,这
是与深埋隧道的分析不同之处,分析时需额外注意。

3 结论与建议

探讨平面波耦合作用下饱和半空间中浅埋隧道

二维动力响应的典型问题的解答。从解答过程中可

以看到,对于考虑埋深的衬砌隧洞而言,通过对多元

一次特征方程组的解答,采用波势函数级数解可对

平面波耦合作用下隧道的二维振动求解。本文的研

究工作可以作为地下结构抗震设计的理论指导,在
工程设计中进行推广。在今后的研究工作中,可以

在本文所得结果的基础上进行数值分析,对各参数

的影响规律进行分析,对研究工作进行进一步拓展。
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