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地下透镜体断面形状随机性对地表
动力响应极值的影响①
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摘要:采用波函数展开法及边界离散的方法给出任意断面形状的地下透镜体对平面SH波散射的

半解析解,利用蒙特卡罗方法随机模拟产生30组透镜体断面样本,通过对30组具有同一统计特征

的任意断面地下透镜体在平面SH波入射下地表动力响应极值的统计分析并与相应椭圆透镜体解

答比较,研究透镜体断面形状随机性对平面SH波散射的影响。研究表明,透镜体断面形状随机性

对地表动力响应极值具有重要影响。以长短轴比为4的椭圆形透镜体为例,当断面矢径的变异系

数为0.1时,样本地表位移响应极值的最大值远大于对应椭圆透镜体解的极值,平均可达47.46%。
且增加幅度随着透镜体介质与半空间介质波速差距增大而增大。透镜体埋深越小,增加幅度越大。
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Abstract:Thesemi-analyticalsolutionofSH-wavesscatteringbyanarbitrarycross-sectionofan
undergroundlenticleinhalfspaceispresentedusingthewavefunctionsexpansion method
combinedwiththeboundarydiscretemethod.TheMonteCarlomethodwasusedtorandomly
generate30samplesofthecross-sectionshapeofthelenticle,andtheeffectofrandomnessinthe
cross-sectionshapeonthesurfacedynamicresponsewasstudiedbystatisticalanalysis.Itwas
observedthattherandomnessofthecross-sectionshapehasasignificanteffectonthesurface
dynamicresponsearoundalenticleinhalfspace.Whenthevariationcoefficientoftheinclusion
radiusisequalto0.1foralenticleofellipticalshape,themaximumofthesurfacedisplacement
amplitudeislargerthanthatofthepeakvaluesobservedfortheellipticsolutionwithanaverage
of47.46%.Thedifferenceincreasesastheinclusionrigiditydecreases,whereasthedifferencede-
creasesastheinclusiondepthincreases.
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0 引言

地表下局部夹杂的透镜体对地震动的影响多年

来一直是地震工程中比较引人关注的课题之一。该

问题可以采用解析法[1]和数值法[2-4]求解。目前研

究一般针对确定透镜体形状,考虑到实际形状与计

算形状之间存在一定出入,研究透镜体断面随机性

对波散射的影响对于工程场地地震安全性评价具有

重要参考价值,但目前该问题还鲜有研究。此外,工
程中的透镜体断面一般宽厚比较大,也就是说断面

接近于长短轴比较大的椭圆,而目前的研究对于此

类问题很难准确求解。
本文针对地下长短轴比较大的透镜体进行研

究。首先采用波函数展开法及边界离散的方法给出

任意断面形状的地下透镜体对平面SH波散射的半

解析解,然后采用蒙特卡罗方法随机模拟产生30组

透镜体断面样本,通过对样本在平面SH 波入射下

地表位移的统计分析,研究透镜体断面形状随机性

对地表动力响应的影响,得出一些对工程具有参考

价值的结论。

1 方法

图1为弹性、均匀和各向同性半空间中一埋深

为D、区域为Ω 的任意形状透镜体。半空间介质剪

切模量G1,剪切波速v1,透镜体介质剪切模量G2,
剪切波速v2。一频率为ω 的平面简谐SH波以角

度γ 入射。以半空间地表为对称面构造透镜体的

镜像,则上述半空间问题转化为全空间波动问题[1]。

图1 透镜体及其镜像

Fig.1 Alenticleinhalf-spaceanditsimage

  半空间中的总位移场可写为:

w=
wi
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wj (r,θ)∈Ω{ (1)

式中:wi
1 表示入射波;wi

2 表示反射波;wΓ
1、wΓ

2 分别

表示透镜体及其镜像产生的散射波;wj 表示透镜体

内部位移场。可分别表示为(时间因子exp(iωt)略
去)
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(6)
式中:k1=ω/v1 为半空间中剪切波波数;k2=ω/v2

为透镜体中剪切波波数;γ 为波的入射角度;H (2)
n

(x)为第二类汉克尔函数;Jn(x)为贝塞尔函数;

An、Bn、Cn 及Dn 均为待定系数。
对任意形状边界,采用 Moeen-Vaziri和Trifu-

nac[5]的方法将边界离散成足够密的离散点。离散

每一点的位移和法向剪应力均应满足位移及法向应

力连续的边界条件:

wi
1+wi

2+wΓ
1+wΓ

2=wj
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2+σΓ
1+σΓ

2=σj{ (7)

式中法向应力可由下式求得,

σ=G w
rcosβ+

w
rθsinβ
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è
ç
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  设 A、B、C 三点为边界上相邻的三点,将 A
(ra,θa)、C(rc,θc)两点连线的垂线作为B(rb,θb)
点处边界线的法向量n,则夹角β可表示为:

β=arctan
racosθa-rccosθc+tanθb(rasinθa-rcsinθc)
rasinθa-rcsinθc-tanθb(racosθa-rccosθc)
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è
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÷

(9)
将式(2)~(6)代入式(7)的位移边界条件、式(8)计
算得到的结果代入式(7)的应力边界条件,可得到如

下线性方程组:
[S][X]=[R] (10)
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式中:S 为2M×4N 的系数矩阵,由散射场及透镜

体内位移场决定,M 为透镜体边界离散的点数,N
为级数截断项数;R 为2M×1的自由场列向量;X
=[A1,…,AN,B1,…,BN,C1,…,CN,D1,…,

DN]T 为特定系数列向量,该超定方程组可以采用

最小二乘法求解。只要求出待定系数,就可以得到

地表位移。
值得指出的是,对于长短轴比较大的椭圆,离散

时应遵循等弧长原则,且注意离散点个数M 应为级

数阶段项数N 的两倍,以得到较为精确的解答。

2 方法验证

以平面SH波入射下全空间内距椭圆洞室中心

距离为D 并与长轴平行的直线L 上的位移幅值为

例,图2给出了本文计算结果与依据文献[6]中公式

计算得出解析结果的比较。定义洞室的长轴(2a)
与入射波波长之比为入射波的无量纲频率η=2a/

λ。计算参数:D/a=2,无量纲频率η=1,短长轴之

比b/a=0.25,入射角度γ=0°和90°,波源与直线L

分居椭圆两侧。横轴y/a 为直线L 上的点距透镜

体中心在直线L 的投影长度与长半轴的比值,纵轴

w 为位移幅值。可以看到,本文结果与文献结果

完全一致(图2),说明本文方法对于短长轴之比为

0.25的椭圆具有足够的精度。

3 数值结果与分析

以椭圆形透镜体为例,采用蒙特卡罗方法随机

产生30组透镜体截面样本,每组样本由长半轴为

1、短半轴为0.25的椭圆乘以一随机误差得到。随

机误差均值为1,标准差为0.1。图3给出了其中15
个截面形状样本,每个小图示意3个样本。

定义透镜体长轴均值(2a)与入射波波长之比

为入射波的无量纲频率η=2a/λ=ωa/πv1。分别

求解此30组不同截面透镜体在平面SH波入射下

地表位移动力响应,并求得30组地表位移响应幅值

极值的均值μ、标准差σ和变异系数σ/μ。图4(a)、
(b)给出了μ 和μ±σ 为参考所对应的椭圆形透镜

体解答极值。所选计算参数为:埋深D/a=2和5;

图2 本文解答与解析解答[6]的比较
Fig.2 ComparisonbetweensolutionsinthispaperandthoseinReference[6]

图3 截面形状样本
Fig.3 Cross-sectionsamplesforthelenticle
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图4 样本地表位移极值

Fig.4 Theextremevaluesofsurfacedisplacementof30samples

867                    地 震 工 程 学 报                 2015年



透镜体与半空间介质剪切波速比v2/v1=1/2和1/

3;密度比ρ2/ρ1=1/1;无量纲频率η=0.5、1和2;
入射角γ=0°、30°、60°和90°。横坐标γ 表示SH
波入射角度,纵坐标 w max表示地表位移响应极

值。为便于比较,图4(c)给出了透镜体介质刚度趋

于0(退化为洞室)情况(v2/v1→0)的结果。
表1给出了当v2/v1=1/2时,透镜体埋深D/

a=2和5时样本地表位移极值的统计数据与椭圆

透镜体解答的极值。可以看出,样本极值的最大值

均显著大于相应椭圆透镜体解答极值,前者比后者

增大了62.45%;平均而言,当D/a=2和5时,样本

极值的最大值比椭圆透镜体解答极值分别增大了

25.80%和19.08%;样本极值的均值比椭圆透镜体

解答极值的增大也分别可达22.07%和14.18%。
表1也给出了当v2/v1=1/3时,透镜体埋深

D/a=2和5时样本地表位移极值的统计数据与椭

圆透镜体解答的极值。可以看出,样本极值的最大

值均显著大于相应椭圆透镜体解答极值,前者比后

者增大了97.42%;平均而言,当D/a=2和5时,样
本极值的最大值比椭圆透镜体解答极值分别增大了

49.33%和45.60%。当D/a=2和5时,样本极值

的均值比椭圆透镜体解答极值的增大也分别可达

25.75%和23.12%。
为了比较,表1还给出了透镜体介质刚度趋于

0(成为洞室)(v2/v1→0)的结果。可以看出,透镜体

介质刚度趋于0时极值的增大水平显著大于透镜

体。样本极值的最大值比椭圆洞室解答极值增大了

132.25%;当D/a=2和5时,平均的增大值也达到

了78.63%和67.94%。通过比较可以看出,透镜体

埋深越深,透镜体介质与半空间介质剪切模量越接

近,断面形状随机性对地表位移极值的影响越小。
因此,工程上需要特别考虑埋深较浅的软介质透镜

体的断面形状随机性对地表位移极值的影响。

4 结论

采用蒙特卡洛方法研究地下透镜体形状变异性

对地表位移幅值极值大小的影响。通过数值分析得

出如下结论:地下透镜体形状变异性对地表位移幅

值极值大小有重要影响,且随着透镜体介质与半空

间介质刚度差距增大而增大;样本地表位移极值的

表1 地表位移极值的统计

Table1 Statisticalanalysisoftheextremevaluesofsurfacedisplacementof30samples

剪切波速
比v2/v1

D/a η γ
样本极值

最大值 均值 标准差 变异系数

椭圆透镜
体解答极值

样本极值的最大值大
于椭圆透镜体解答极

值的程度/%

样本极值的均值大
于椭圆透镜体解答
极值的程度/%

v2/v1=
1
2

2

5

0.5

1

2

0.5

1

2

0° 2.16 2.07 0.03 0.02 2.04 5.56 1.13
30° 2.38 2.22 0.07 0.03 2.17 9.54 2.06
60° 2.65 2.31 0.11 0.05 2.26 17.34 2.29
90° 2.95 2.33 0.14 0.06 2.27 29.67 2.64
0° 3.08 2.84 0.10 0.04 2.73 12.61 3.74
30° 3.10 2.68 0.13 0.05 2.59 19.94 3.51
60° 3.14 2.65 0.18 0.08 2.45 28.55 8.34
90° 4.28 3.70 0.23 0.06 3.59 19.09 3.01
0° 4.19 3.15 0.43 0.17 2.58 62.45 22.07
30° 4.84 3.72 0.42 0.12 3.62 33.70 2.81
60° 3.19 2.78 0.17 0.07 2.53 26.03 10.07
90° 3.61 2.85 0.26 0.11 2.49 45.11 14.78
0° 3.43 2.27 0.28 0.12 2.24 52.90 1.30
30° 2.41 2.26 0.06 0.03 2.25 6.95 0.49
60° 2.40 2.30 0.06 0.02 2.29 4.52 0.39
90° 2.53 2.36 0.08 0.03 2.33 8.64 1.40
0° 2.84 2.63 0.08 0.03 2.56 10.80 2.76
30° 2.97 2.77 0.10 0.04 2.73 8.88 1.42
60° 2.94 2.61 0.11 0.04 2.54 15.63 2.70
90° 3.41 3.11 0.13 0.04 3.06 11.50 1.65
0° 3.59 3.31 0.14 0.04 3.27 9.86 1.28
30° 3.98 3.09 0.33 0.12 2.75 44.57 12.19
60° 3.20 2.81 0.18 0.06 2.76 15.69 1.49
90° 2.98 2.45 0.19 0.09 2.15 39.04 14.18
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续表1

剪切波速
比v2/v1

D/a η γ
样本极值

最大值 均值 标准差 变异系数

椭圆透镜
体解答极值

样本极值的最大值大
于椭圆透镜体解答极

值的程度/%

样本极值的均值大
于椭圆透镜体解答
极值的程度/%

v2/v1=
1
3

2

5

0.5

1

2

0.5

1

2

0° 2.44 2.25 0.09 0.04 2.23 9.34 0.91
30° 2.84 2.49 0.14 0.06 2.40 18.32 3.73
60° 3.75 2.54 0.27 0.11 2.48 51.08 2.64
90° 3.59 2.64 0.35 0.14 2.52 42.41 4.74
0° 3.39 3.08 0.17 0.06 2.85 18.78 8.17
30° 4.63 3.20 0.53 0.16 3.30 40.19 -3.12
60° 4.30 2.74 0.39 0.18 2.18 97.42 25.75
90° 4.62 3.01 0.47 0.16 2.84 63.06 6.24
0° 5.65 3.31 0.71 0.24 2.93 92.95 13.14
30° 3.17 2.56 0.21 0.09 2.36 34.56 8.72
60° 4.43 3.02 0.38 0.14 2.67 65.61 13.10
90° 5.16 3.76 0.58 0.18 3.26 58.28 15.28
0° 3.20 2.41 0.34 0.17 1.99 60.59 20.83
30° 3.21 2.52 0.19 0.08 2.37 35.16 6.24
60° 2.76 2.54 0.16 0.06 2.50 10.54 1.43
90° 3.41 2.69 0.20 0.08 2.54 34.23 6.00
0° 3.25 3.09 0.11 0.04 2.96 10.06 4.37
30° 4.70 2.89 0.47 0.19 2.50 88.47 15.66
60° 3.43 2.85 0.23 0.09 2.65 29.22 7.42
90° 3.55 2.57 0.31 0.13 2.31 53.49 10.97
0° 4.35 2.91 0.36 0.15 2.36 83.84 23.12
30° 3.39 2.56 0.26 0.11 2.34 44.76 9.26
60° 3.22 2.66 0.23 0.09 2.49 29.15 6.83
90° 4.60 3.00 0.40 0.15 2.75 67.64 9.24

v2/v1→0

2

5

0.5

1

2

0.5

1

2

0° 3.83 2.58 0.34 0.13 2.39 49.12 7.96
30° 6.24 3.49 0.86 0.31 2.80 123.09 24.73
60° 3.47 2.60 0.27 0.11 2.53 37.32 2.86
90° 5.27 2.83 0.58 0.24 2.40 119.81 18.10
0° 3.80 2.90 0.29 0.11 2.57 47.97 12.85
30° 5.10 3.58 0.73 0.24 3.09 65.13 16.01
60° 3.40 2.71 0.25 0.10 2.51 35.51 7.99
90° 3.57 2.73 0.29 0.12 2.44 46.16 11.78
0° 4.76 3.28 0.53 0.22 2.38 99.66 37.72
30° 5.18 2.85 0.59 0.26 2.30 124.74 23.55
60° 4.14 3.10 0.48 0.19 2.54 62.80 21.94
90° 6.40 3.13 0.83 0.30 2.76 132.25 13.33
0° 3.99 2.57 0.56 0.29 1.93 106.73 33.20
30° 3.29 2.64 0.27 0.12 2.31 42.30 14.47
60° 4.87 2.92 0.67 0.29 2.33 109.23 25.59
90° 3.02 2.44 0.23 0.10 2.35 28.46 3.68
0° 5.06 2.79 0.49 0.18 2.67 89.37 4.42
30° 4.33 2.97 0.48 0.17 2.83 52.60 4.67
60° 3.27 2.77 0.15 0.06 2.52 29.69 9.98
90° 2.99 2.49 0.19 0.08 2.38 25.80 4.80
0° 4.85 3.66 0.70 0.24 2.91 66.85 26.11
30° 4.58 3.19 0.49 0.20 2.46 85.76 29.35
60° 4.10 2.88 0.40 0.15 2.67 53.18 7.66
90° 5.58 2.73 0.66 0.27 2.48 125.28 10.13

最大值均显著大于相应椭圆透镜体解答极值。研究

在统计意义上揭示了地下透镜体形状变异性对地表

位移幅值极值大小影响的基本规律,对地震安全性

评价等具有参考价值。
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