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摘要:基于极限分析上限定理,考虑堆石料内摩擦角较大以及抗剪强度具有非线性的特性,提出一

个用于求解土石坝极限抗震能力的有限元计算方法。该方法通过功能平衡条件、位移协调条件、边
界条件、屈服条件以及所求极限荷载,形成标准的二阶锥规划数学模型,并用内点法进行优化迭代

求解,得到土石坝坡极限抗震能力的上限值。运用该方法对一个典型面板堆石坝进行抗震极限分

析。结果表明:按规范设计的土石坝具有较强的抗震能力,且竖向地震力对大坝的极限抗震能力存

在一定影响;此外上限有限元法具有较高的计算精度及工程实用价值。
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0 引言

我国西部地区水力资源丰富,但同时也是地震

高烈度区,地震频发且强度较大。我国已建和在建

的土石坝大多位于这一地区。汶川地震发生后,国
家加强了水电工程抗震防震工作,规定对特别重要

的挡水建筑物,要研究其极限抗震能力和地震破坏

模式。
土石坝的极限抗震能力,即为坝坡在地震作用

下达到极限状态时所能承受的地面绝对加速度的最

大值。根据现有的研究,坝体滑坡不仅是土石坝常

见的震害形式,而且易引起溃坝等严重灾害,从而危

及整个水坝的安全,是大坝极限抗震能力的控制因

素[1-3]。因此对土石坝坝坡的极限抗震能力分析是

研究的重点问题之一。
极限分析是塑性力学的重要内容,它通过直接

分析结构的极限状态,从上限和下限两个方向计算

与之相对应的极限荷载,不仅与问题的严密解大小

关系明确,且具有严格的理论基础和物理意义。近

年来有些学者[4-6]将有限元法与极限分析方法相结

合,通过线数学规划的方法寻求问题的严格上限解

和下限解,从而使极限分析方法在求解地基承载力、
土坡稳定性等岩土工程领域中得到了广泛的研究和

发展。若将塑性极限分析方法应用于土石坝的抗震

分析中,从坝坡稳定的角度求得土石坝的极限抗震

能力,不失为解决上述问题的有效途径。
本文应用上限极限分析有限元方法对土石坝的

极限抗震能力进行求解。大量实验结果[7-9]表明,堆
石料的抗剪强度一般与应力相关联,具有明显的非

线性特性。在以往的塑性极限分析研究中,一般只

考虑材料的线性强度,并且为了求解方便,通常将屈

服准则表达为线性的形式[4-5],并利用线性规划的方

法求解极限荷载。这种简化虽然可以使问题的求解

变得简单、快速,但是由于将屈服准则线性化,使得

对于像堆石料这种内摩擦角较大的材料,易产生较

大的误差。此外在上限分析有限元法中,一般采用

常应变三角形单元将结构进行离散。Makrodimo-
poulos等[6]的研究表明,应用六节点三角形高阶单

元对结构进行离散,假设材料严格满足 Mohr-Cou-
lomb屈服准则,并将上限分析形成二阶锥规划进行

求解,具有更高的计算精度及求解效率。因此,在此

二人的研究基础之上,本文拟发展土石坝极限抗震

能力的上限有限元法,以减小因堆石料内摩擦角较

大而引起的计算误差。同时将上限分析转化为对偶

问题的静力形式进行求解,以期迭代确定坝体材料

的非线性强度参数,进而考虑堆石料的非线性强度

特性。

1 极限抗震有限元计算方法

1.1 极限分析上限定理

塑性极限分析包括两个方面,即上限定理和下

限定理。上限定理从构筑一个塑性区内的允许速度

场出发,认定凡是满足屈服条件及边界条件下,通过

功能平衡条件确定的外荷载一定比真实的极限荷载

大。根据 Makrodimopoulos和 Martin的研究[6],
极限分析上限法可以选用六节点三角形单元,并假

设单元之间不存在速度间断,当结构满足屈服条件、
边界条件及功能平衡条件时,同样获得极为严格的

上限解。设存在一个完全刚塑性结构V,则根据极

限分析上限定理,当结构达到极限状态时,必定存在

一个运动许可速度场u,使得内能耗散不大于外力

做功,即:

∫V
σ∶ε(u)dV ≤Wext (1)

其中,Wext为外力做功;u 需满足边界条件u=u0;σ
需满足屈服条件,即∀σ∈F= σ|f(σ)≤0{ };ε(u)
需满足变形协调条件,即

εij(u)=
1
2
(ui

xj
+
uj

xi
) (2)

  由于假设单元间不存在速度间断面,所以内能

耗散只发生在单元内部。定义内能耗散函数如下:

dp(ε)=sup
σ∈F∑σ∶ε (3)

  则式(1)可以写成:

∫V
dp(ε)dV ≤Wext,ε(u)∈E (4)

其中,ε应属于塑性允许应变场,即ε应服从相关联

流动 法 则。 根 据 文 献 [6],ε (u)∈ E =
ε|dp(ε)<+∞{ }。

1.2 结构的离散

根据 Makrodimopoulos和 Martin[6]的研究,采
用如图1所示的六节点三角形对结构进行离散,并
且假定三角形三个边均为直边,且三角形单元之间

不存在速度间断。

  由于采用的是六节点三角形单元,因此在单元

内部的应变分布是线性的。当三角形单元三个边均
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图1 上限分析的六节点线性应变单元

Fig.1 Six-nodelinearstrainelementforupperbound
analysis

为直边时,单元内的任意一点应变分量可以表示为:

ε(x)=∑
3

i=1
Li(x)εi;0≤Li(x)≤1;∑

3

i=1
Li(x)=1

(5)
其中:Li=Ai/A 为面积坐标;εi 为三角形顶点的应

变分量(图1)。由式(5)可知,单元内任意一点的应

变均可由三角形三个顶点的应变分量表示。因此,
只要三角形三个顶点属于塑性允许应变场,则单元

内任意一点的应变均属于塑性允许应变场,即ε(u)
∈E。由此可知,塑性变量应设置在三角形的三个

顶点上。因此,对于六节点三角形单元,除每个节点

的速度变量(ui,υi)以外,在三个顶点处还包括塑性

变量λi。

1.3 屈服准则

在平面应变条件下,Mohr-Coulomb屈服准则

可以表示成如下形式:

‖sred‖+aσm -k≤0 (6)
其中,

sred= s11 s12é
ë
êê

ù
û
úú

T
(7)

σm=
1
2∑

2

i=1
σii (8)

sij=σij-σmδij (9)
式中:δ 为 Kronecker符号;a、k 为材料参数,a=
sinφ,k=ccosφ;c、φ 分别为材料的黏聚力及内摩

擦角。
根据文献[6]可知,当a≥0时,根据式(2)定义

的内能耗散函数可以转化为以下形式:

dp=kλ,同时:θ=aλ,λ≥ ‖ered‖ (10)
其中λ为塑性乘子;θ为体积膨胀系数,即

θ=ε11+ε22=divu (11)

ered= 2e11  2e12é
ë
êê

ù
û
úú

T
(12)

eij =εij -
1
2θδij (13)

1.4 上限分析的有限元形式

如重力、地震拟静力荷载以及其他形式的体力、
面力均转化为相应的等效节点荷载,进而计算其所

做功。将等效节点荷载分为超载部分q1 和非超载

部分q0,设超载系数为β,则外力做功Wext可以用下

式计算:

Wext=βqT
1u+qT

0u (14)
则式(4)可以写成:

∫V
dp(ε)dV ⩽βqT

1u+qT
0u (15)

其中:ε(u)∈E。
假设一平面应变结构划分成 NE 个单元,则根

据上限定理以及式(10)及(15),求超载系数β 的上

限解,即为求解如下优化问题:

min∑
NE

i=1∫Ai
kλdAi-qT

0u

s.t. λi≥ ‖eredi ‖(i=1,…,NE)

αiλi=Bm,iu   (i=1,…,NE)

eredi =Bd,iu   (i=1,…,NE)

qT
1u=1

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(16)

其中:矩阵Bm,i、Bd,i可根据变形协调关系确定,θi=
Bm,iu ,[2e11 2e12]T=Bd,iu。在岩土工程中,位移

边界条件一般为在边界上满足u=0,设这一边界条

件已经隐含在式(16)中。根据第二节的分析,为使

单元内任意一点均满足屈服条件,塑性点应设在三

角形单元的三个顶点上。由此,如一结构离散成

NE 个单元,则塑性点个数为NP=3NE 个。内能

耗散用下式计算:

∫A
kλdA=∑

3

i=1

kiλi (17)

其中:

ki=∫A
Li(x)k(x)dA (18)

  如 在 单 元 体 内,黏 聚 力c 为 常 数,则ki=
kAe/3。由此,式(16)可以表达为:

min∑
NP

i=1
cT

izi-qT
0u

s.t. zi ∈ℓi  (i=1,…,NP)

Aizi-Biu=0 (i=1,…,NP)

qT
1u=1    (i=1,…,NP)

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(19)

其中:

ci ∈R3,  cT
i = ki  0  0

é

ë
êê

ù

û
úú

zi ∈R3,  zT
i = λi  (eredi )Té

ë
êê

ù

û
úú
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Ai ∈R3×3,Ai=diagai  1  1é
ë
êê

ù
û
úú

Bi ∈R3×NZ,Bi= Bm,i  Bd,i
é
ë
êê

ù
û
úú

T

zi∈ℓ为二阶锥约束,其中集ℓ为:

ℓ= x∈Rd:‖x2∶d‖ ≤x1,x1 ≥0{ } (20)
式中,zi∈ℓ即相当于λi≥‖eredi ‖。同上,设位移边

界条件 为u=0,结 构 的 自 由 度 为 NZ,则 Bi∈
R3×NZ。

由此可知,式(19)是一个标准的二阶锥规划,其
对偶形式经过转换后为:

maxβ
s.t.(ym,i,sredi )∈ℓi  (i=1,…,NP)

ym,i+aiσm,i=k*
i   (i=1,…,NP)

∑
NP

i=1
Gm,iσm,i+∑

NP

i=1
Gd,jsredi -βq1=q0

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(21)

其中:Gm,i=ηiBT
m,i,Gd,i=ηiBT

d,i,k*
i =ki/ηi,ηi=

Ae,j/3。由式(21)可知,问题的对偶形式不再是求

解运动许可速度场,而是转化为上限分析的“静力形

式”,且同为标准的二阶锥规划问题。把原问题转化

为对偶问题的优点是:(1)用内点法求解对偶问题比

求解原问题更加高效、稳定、易收敛[6];(2)堆石料的

非线性强度参数一般均表达为关于应力的函数,当
把原问题转化为对偶问题的静力形式时,可以更好

地描述材料强度的非线性特性。

1.5 优化算法

目前,大型稀疏二阶锥规划问题一般均采用内

点法求解。内点法具有高效、稳定等优点。实际计

算中发现,内点法的迭代次数与问题的规模无关,对
于大型问题的求解,一般在迭代20~40次后就能收

敛。
在众多类型内点算法中,原始-对偶内点算法在

求解二阶锥规划问题时表现出更好的适应性与求解

效率。由 Kim-ChuanToh以及 MichaelJ.Todd
等[11]共同开发的一种基于原始-对偶、路径跟踪内

点算法是目前最为优秀的优化算法之一。本文即利

用该优化算法对二阶锥规划数学模型进行优化求

解。

1.6 基于材料非线性强度的上限分析

以往极限分析方法应用的前提是材料的强度参

数为线性强度。但大量实验结果表明,堆石料的抗

剪强度具有明显的非线性,在较大应力范围内τf-σ
的关系通常不成直线,而是向下弯曲的曲线。为了

更好地反映抗剪强度的非线性,许多学者根据强度

试验结果提出了强度非线性表达式。其中Duncan
等[7]在建立双曲线应力-应变模型时,用对数关系描

述强度参数的非线性,即堆石料的内摩擦角服从以

下关系:

φ=φ0-Δφlg(σ3/Pa) (22)
式中:φ 为材料的内摩擦角;φ0 为一个大气压下的

内摩擦角;σ3 为小主应力;Δφ 为内摩擦角σ3 降低的

幅度;Pa 为大气压强。
可见,堆石料的非线性强度参数与应力存在相

关性。而极限分析上限定理寻求的是运动许可速度

场,并不能直接给出坝体的应力分布情况,从而导致

不能准确描述材料强度的非线性特性。为了得到问

题精确的上限解,需要已知坝体的应力分布情况。
当把上限分析二阶锥规划转化为其对偶问题的静力

形式进行求解时,就可以通过迭代的方法得到材料

的非线性剪切强度参数。结合第5节,基于材料非

线性强度的上限分析的一般计算流程为:
(1)假设各单元的内摩擦角为一初始值φini。
(2)对每个塑性点进行循环,根据式(21)求解

Gm,i,Gd,i,q0,q1 等子矩阵。
(3)把子矩阵按照组合成总体约束矩阵,形成

二阶锥规划模型,并对其进行优化求解,得到问题的

上限解及静力形式的应力场。
(4)根据各单元的应力,通过式(22)求解φ,并

设为φsec。
(5)当99%以上的单元均满足|φsec-φini|≤ζ,

则认为满足工程精度需求,此时得到的解即为极限

分析上限解。否则令φini=φsec,重复步骤(2)~(5)。

ζ为精度要求,取任意一小正数。一般迭代几次即

可得到满意的结果。
(6)利用互补松弛定理求得原问题的最优解及

运动许可速度场u,输出计算结果。
综上,基于以上计算原理,采用 MATLAB编制

了求解土石坝极限抗震能力的上限有限元计算程

序。

2 算例与分析

采用上述方法对一典型面板堆石坝进行极限抗

震能力研究。设大坝坝高100m,坝顶宽度8m,
上、下游坝坡坡比均为1∶1.4。取堆石料为非线性

强度参数,其中γ=20kN/m3,φ0=52.3°,Δφ=
11.0°(取自文献[9])。

我国《水工建筑物抗震设计规范》[12]规定采用

拟静力法进行土石坝抗震稳定分析,即将地震力看
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成类似于重力的静荷载施加在结构上,并考虑土石

坝地震加速度反应沿坝高呈上大下小分布这一实际

情况,用坝体动态分布系数αi 来反映这一调整的概

念。
因此,作用在单元体上的水平地震力的计算公

式为:

Q=khξαiW (23)
式中:αi 为动态分布系数,根据规范按不同高度进

行选取;ξ为地震作用效应的折减系数,一般情况下

取为0.25;W 为土体单元的重力;kh 为地震加速度

系数,是地面水平最大加速度αh 与重力加速度g的

比值:kh=ah/g。为了考虑竖向地震力对大坝极限

抗震能力的影响,计算中采取以下三种方案:(1)仅
考虑水平向地震惯性力;(2)同时考虑水平、竖直向

地震惯性力,且竖直向地震惯性力方向为竖直向上;
(3)同时考虑水平、竖直向地震惯性力,且竖直向地

震惯性力方向为竖直向下。其中竖向地震力的大小

可近似地取水平向地震力的2/3。为了考虑有限元

网格尺寸对上限有限元极限分析计算结果的影响,
分别以粗网格、细网格为例进行计算分析,并与简化

Bishop 法的结果进行对比。其中,粗网格共剖分

800个单元,1681个结点;细网格共剖分5000个单

元,10201个结点。细网格有限元剖分图见图2。

图2 堆石坝有限元剖分图(细网格)
Fig.2 Finiteelementmeshoftherockfilldam(finemesh)

表2 极限抗震能力计算结果表

Table2 Calculationofthelimitaseismiccapability

计算方案
kc

粗网格 细网格 简化Bishop法

(1) 1.139 1.128 1.09
(2) 0.948 0.945 0.92
(3) 1.369 1.349 1.32

  由计算结果可知,竖向地震力对大坝极限抗震

存在一定影响。同时,随着单元网格密度的增加,大
坝极限抗震能力的上限解略有降低。对于三种不同

计算方案,细网格条件下的计算结果比粗网格下的

结果平均降低了1.7%,说明上限有限元法的计算结

果并不明显依赖于网格的密度。图3为坝坡处于极

限状态时的位移矢量图,由此可以确定坝坡最危险

滑动面的位置和形状。与简化Bishop法的计算结

果比较可知,无论是大坝极限抗震能力还是最危险

滑动面,其他两种方法均具有较好的一致性。但由

于本文方法所得结果是极限抗震能力的上限值,因
此比极限平衡法的计算结果略大。

图3 大坝处于极限状态时的位移矢量图

Fig.3 Displacementvectormapforthedaminlimitstate

3 结论与展望

本文基于极限分析上限定理,提出了一个用于

求解土石坝极限抗震能力的有限元计算方法,并通

过实际工程算例分析得到如下主要结论:
(1)由于借助极限分析上限定理及有限元技

术,并在计算中考虑了堆石料强度的非线性特性,使
本文所提上限有限元法在土石坝极限抗震能力分析

中具有较高的计算精度及较强的适应性。

  (2)算例分析表明,竖向地震力对大坝极限抗

震能力存在一定影响。此外,通过大坝位移矢量图

可确定最危险滑动面的位置和形状,符合土石坝在

地震作用下的一般破坏规律。
(3)与极限平衡法计算结果对比可知,两种方

法具有较好的一致性。
(4)由于有限元极限分析方法不需要预先对滑

动破坏模式进行假定,且在复杂计算条件下具有较

强的适应能力,因此可将该方法扩展至三维条件下

的土石坝极限抗震能力分析。
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