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Winkler弹性地基板梁的自由振动分析①
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摘要:中短型轨道板的几何构型介于梁、板之间,属于宽梁结构。从 Mindlin板理论出发,退化得到

适用于宽梁的 Mindlin板梁控制方程;引入 Winkler地基刚度系数,推导得到位移和转角的模态函

数表达式。考虑两端简支的边界条件,得到弹性地基板梁的自由振动特征方程。通过无量纲数值

算例求解出弹性地基板梁的自振频率,并与Timoshenko梁理论和 Mindlin板理论进行对比。研

究高跨比、泊松比和弹性地基刚度等参数对结构自振特性的影响,总结出弹性地基板梁方程的特点

及适用范围,即宽度效应显著且泊松比较大的宽梁结构。
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Abstract:Inrecentyears,short-andmedium-lengthfloating-slabtrackshavebecomecommonly
usedinrailwayengineering.ThesetracksareofamodeltypebetweenaWinklerfoundationbeam
andaWinklerfoundationplate.Forthistypeofwide-beamstructure,amoresuitabletheoryis
requiredthatbothensurescalculationaccuracy,asdoestheplatetheorybutalsoprovidesa
simpleanalyticalprocess,suchasthatofbeamequations.Inthisstudy,thegoverningequations
ofthe Mindlinplatearedegradedandthedynamicequationsforwide-beam structuresare
obtained:thisiscalledtheMindlinplate-beamtheory.AlthoughtheequationsoftheMindlin
plate-beamtheoryappearsimilartotheequationsoftheTimoshenkobeamtheory,thecoefficient
ofbendingstiffnessisdifferentandretainsthedirectinfluenceofthePoisson'sratioparameters.
ThismeansthatlateraldeformationcanbeconsideredintheMindlinplate-beamtheory.The
stiffnessoftheelasticfoundationisalsoconsidered,andtheequationsareextendedaccordingly.
Forgeneralanalysis,thevariablesandparametersinthisstudyarenormalizedandtheexpres-
sionsforboththeverticaldisplacementandflexuralrotationangleofawidebeamareobtained.
Basedontheboundaryconditions,thedynamiccharacteristicequationforasimplysupported
widebeamisfinallyderived,andthenormalizedfrequenciesforthewidebeamcanbecalculated
throughcertainrootsearchingprograms.Inthisstudy,differentkindsofboundaryconditionsare

① 收稿日期:2014-08-20
基金项目:国家自然科学基金(51278463,11202186);浙江省自然科学基金(LQ12E08009)
作者简介:魏 纲(1977-),男,博士,教授,主要从事软土地基处理和地下隧道结构相关的教学和科研。E-mail:weig@zucc.edu.cn。
通信作者:蒋吉清。E-mail:jiangjq@zucc.edu.cn。



consideredusingthesameprocedure.Toillustratethewide-beamtheorydescribedherein,several
numericalexamplesareusedandthenaturalfrequenciesofaMindlinplate-beamonaWinkler
elasticfoundationarecomparedwiththeresultsofaTimoshenkoelasticfoundationbeamanda
Mindlinelasticfoundationplate.Theresultsdemonstratetheaccuracyofthepresentequations.
Theeffectsoftheheight-to-lengthPoisson'sratiosandelasticfoundationstiffnessareconsidered
andthefollowingconclusionsareobtainedfromthenumericalresults:(1)Forasimplysuppor-
tedwidebeam,thefirstthreefrequenciesoftheplate-beam modelshowgoodagreementwith
thosebasedontheMindlinplatemodel.Thediscrepancyoftheresultsfromthetwobeammodels
increaseswiththewidthofthebeamascomparedtothoseoftheMindlinplate.However,the
fundamentalfrequencyoftheMindlinplate-beamtheorystillremainsingoodagreementwiththe
platetheory;(2)thenaturalfrequenciesobtainedfromtheMindlinplateandMindlinplate-beam
theorieswillincreasewiththePoisson'sratioforawidebeamonanelasticfoundationandthose
obtainedfromtheTimoshenkobeamtheorywilldecrease.Thisresultmeansthattherelative
errorofthebeam-plateandMindlinplatewillfurtherreduceforalargerPoisson'sratio;and(3)

theequationsderivedherearesuitableforwide-beamanalysis,canincorporatetheeffectofbeam
width,andareespeciallysuitableforawidefoundationbeam witharelativelylargePoisson's
ratio.Thenumericalexamplesbasedonthisapproximationtheoryareingoodagreementwiththe
Mindlinplatetheory,whiletheequationsandcalculationprocessaremuchsimpler.
Keywords:Winklerfoundation;Mindlinplate-beam;naturalfrequency;Poisson'sratio

0 引言

梁和板是土木工程常用的结构形式,其相关的

力学问题一直是学者研究的热点[1-3]。工程中常用

的梁理论有Euler梁和 Timoshenko梁两类,板理

论则有 Kirchhoff板和 Mindlin板等。相对而言,

Timoshenko梁和 Mindlin板在中厚结构及中高频

动力分析方面更具优越性。有学者采用Timoshen-
ko梁对 Mindlin板进行退化分析[4],但在退化过程

中却未能考虑Timoshenko梁在结构宽度方向上的

尺寸效应。
弹性地基上的梁和板振动是工程领域广泛关注

的重要问题之一。吕朝锋[5]基于二维平面理论和状

态空间微积分法分析了 Winkler弹性地基梁的自由

振动。Wang等[6]采用Green函数给出了弹性地基

Timoshenko梁在不同参数条件下的静动力解析

解。Akhavan等[7]推导出了面内受荷时的 Mindlin
板在 Winkler地基上的精确解。Xiang[8]分析了

Mindlin板在分段不均匀弹性地基上的振动。
现在铁路工程上常用的板式轨道,尤其是弹性

CA砂浆板式轨道[9]和橡胶垫浮置板轨道[10],其构

件模型介于 Winkler地基梁和 Winkler地基板之

间。对于这种宽梁结构,当前的研究大多集中在工

程应用的角度,少有理论方面的讨论。有必要寻求

一种合适的计算理论,既能得到类似于板理论的计

算精度,又能保证其分析过程如梁方程般简洁。为

此,Mindlin本人从 Mindlin板的控制方程出发,退
化得到适用于宽梁结构的动力方程[13]。本文将此

退化方程整理并定义为 Mindlin板梁方程(Mindlin
Plate-beamtheory,简称P-B方程),并在方程中考

虑弹性地基刚度的影响;通过数值算例分析 Wink-
ler地 基 上 的 Mindlin板 梁 的 固 有 频 率,分 别 与

Timoshenko弹性地基梁、Mindlin弹性地基板的计

算结果进行对比,由此验证本文方程。

1 Mindlin弹性地基板梁的动力方程

根据 Mindlin板的动力控制方程[10],并假设转

角ψx 和竖向挠度υ沿z 方向保持不变,即ψx=ψx

(x,t),υ=υ(x,t);同时,忽略绕y 轴转角ψz 的影

响,即可退化得到如下方程[12]
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式中:E 和G 分别为弹性模量和剪切模量;ρ为材料

密度;κ=π2/12为剪切系数;I是关于z轴的转动惯

量;A 为横截面面积;b 为截面宽度;q 为分布荷载;

D=Eh3/12(1-μ2),为抗弯刚度系数;h 为板厚;μ
为泊松比。位移υ和转角ψx 的正方向如图1所示。

式(1)为适用于宽梁结构的 Mindlin板梁方程,
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图1 板梁模型示意图

Fig.1 Sketchoftheplate-beammodel

由 Mindlin本人首先提出,该方程与 Timoshenko
梁方程非常相近,但抗弯刚度系数有所区别,并保留

了泊松比参数的直接影响,若考虑弹性地基的影响,
式(1)将变为
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式中:Kw 为 Winkler地基刚度。

2 弹性地基板梁的自由振动分析

对于单根均匀弹性地基板梁,当不考虑外力作

用,即q(x,t)=0时,板梁处于自由振动状态。根

据分离变量法的思路,分别令υ(x,t)=V(x)eiωt,ψx

(x,t)=ψ(x)eiωt,代入式(2)并消去eiωt可得
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  为讨论方便,引入无量纲参量:x=x/l;Ψ=

Ψ;V=V/l;4=ω2ρAl4/EI;Kw

———

=Kwl4/EI;Ω=
κAGl2/EI;α=1/(1-μ2);η=I/Al2,其中l为梁

的长度。此时式(3)简化为:
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  根据上述无量纲方程的形式,分别假设V=
Aeikx和Ψ=Beikx。为得到V 和Ψ 的非零解,需满

足式(4)的系数行列式为零,即

Kw
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  经推导整理后可求解出模态函数V 和Ψ 的表

达式:
V(x)=a1eik1
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aj 和dj 为未知系数,由边界条件确定(j=1,2)。
对于两端简支的弹性地基板梁,无量纲后的边

界条件可整理为:

V(0)=0,
Ψ(0)
x =0;V(1)=0,

Ψ(1)
x =0(8)

  将式(6)和(7)代入,并整理成矩阵形式:

D(ω)·A=0 (9)
式中:D(ω)为4阶方阵;A= a1 d1 a2 d2[ ]T

为系数列向量。为得到系数矩阵A 的非零解,必须

满足 D(ω)=0,即为弹性地基板梁的频率特征方

程。满足该方程的前m 个根就是结构的前m 阶无

量纲频率系数。其他边界条件下弹性地基板梁的

自振频率也可同样求解。

3 数值算例及分析

为了说明 Winkler地基上板梁方程(P-B)的有

效性和适用范围,取宽厚比b/h=2的板梁(宽扁

梁),并考虑三种高跨比λ=h/l为1/100、1/10和

3/10,材料参数E=30MPa,ρ=2.55kg/m3,分别

计算两端简支边界条件下板梁的前三阶无量纲固有

频率并讨论无量纲地基刚度(Kw

———

=Kwl4/EI)对固

有频率的影响。同时计算相同几何参数的Timosh-
enko梁(T-B)、Mindlin板(M-P,采用SAP2000软

件计算)的固有频率,将三者进行对比,并讨论泊松

比取值对 Winkler地基板梁的动力特性影响。
表1给出了不同地基刚度下三种计算理论得到

的前三阶无量纲频率系数。从中可以看到,不论

是高跨比很小的浅梁(λ=1/100)、高跨比较大的深

梁(λ=1/10),还是更极端的矩形中厚板(λ=3/10),
板梁理论的结果总体上更接近二维 Mindlin中厚板

理论。

  表1说明,在浅梁范畴(λ=1/100),也就是长度

方向的尺寸远大于宽度和厚度时,虽然板梁理论的

结果与 Mindlin板理论更为接近,但 Timoshenko
梁理论与 Mindlin板的最大误差也仅为0.73%,且
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随着地基刚度的增加误差还在进一步降低。可见,
在高跨比很小的浅梁范畴,采用Timoshenko梁理

论,甚至是经典梁理论,都是可行的。
对于λ=1/10的深扁平梁,相比较Timoshenko

梁的计算结果,板梁与 Mindlin板理论更为接近。
此时Timoshenko梁与 Mindlin板的最大误差增大

近4倍,达到2.46%。随着地基刚度的增加,误差虽

有所降低,但降低幅度不大。因此,对于较大高跨比

的宽梁,板梁理论的计算结果相对于 Timoshenko
梁更接近实际,体现出板梁在宽扁梁到中厚单向板

范围内的优越性。

表1 前三阶固有频率系数 的比较

Table1 Comparisonofthefirstthreenaturalfrequencycoefficients

阶数
Kw

———

λ=1/100
0 1 102 104

λ=1/10
0 1 102 104

λ=3/10
0 1 102 104

T-B
1 3.1413 3.1493 3.748210.0240 3.1156 3.1238 3.7294 9.9956 2.9463 2.9556 3.613810.0000
2 6.2811 6.2821 6.379610.3675 6.0901 6.0912 6.195110.2657 5.2242 5.2258 5.377810.1598
3 9.4176 9.4179 9.447311.5601 8.8390 8.8394 8.873311.1797 6.9735 6.9742 7.040010.2441

P-B
1 3.2163 3.2237 3.793110.0264 3.1880 3.1956 3.772410.0061 3.0040 3.0128 3.646410.0000
2 6.4307 6.4317 6.522710.4019 6.2218 6.2228 6.320610.2951 5.2963 5.2978 5.445110.2395
3 9.6417 9.6420 9.669511.6837 9.0120 9.0123 9.044411.2696 7.0418 7.0425 7.107110.2481

M-P
1 3.2163 3.2238 3.793110.0266 3.1943 3.2019 3.779810.0259 3.0396 3.0484 3.689810.0213
2 6.4313 6.4322 6.523310.4027 6.2634 6.2644 6.362810.3644 5.3965 5.3981 5.549010.2056
3 9.6435 9.6438 9.671311.6859 9.1186 9.1189 9.151411.4041 6.2990 6.3000 6.396810.3723

  针对λ=3/10且b/h=2的矩形中厚板,此时

长宽高基本在一个量级范围内。从计算结果看出:
板梁理论得到的值与 Mindlin板理论虽然更为接

近,但也仅限于低阶;在第三阶时,两种梁理论与

Mindlin板理论的最大误差都超过10%,随着地基

刚度的增加,误差有所降低。因此,双向矩形板范围

内板梁理论在低阶频率求解时能体现一定的优越

性,但总体上看此时用梁理论来近似模拟已不合理。
表2 不同泊松比下三种理论的基频系数比较(λ=1/10)

Table2 Comparisonofthefundamentalfrequency
    coefficientsbasedonthreedifferenttheories
    withdifferentpossionratios(λ=1/10)

Kw

———
理论 μ =0.1 μ=0.2 μ=0.3 μ=0.4 μ=0.5

0
T-B 3.1186 3.1171 3.1156 3.1141 3.1126
P-B 3.1263 3.1483 3.1880 3.2488 3.3369
M-P 3.1325 3.1545 3.1943 3.2551 3.3433

102
T-B 3.7311 3.7303 3.7294 3.7286 3.7277
P-B 3.7356 3.7486 3.7724 3.8096 3.8653
M-P 3.7430 3.7560 3.7798 3.8170 3.8727

除了考虑结构尺寸的影响,还考察了三类理论

在不同泊松比取值下的首阶频率系数随地基刚度的

变化情况。该结果基于b/h=2且λ=1/10的深扁

平梁模型,同时也是板梁最佳的适用范围。如图2
所示,在不同地基刚度下,随泊松比的增加板梁的基

频增高,体现出与 Mindlin板相同的趋势。但是

Timoshenko梁的变化趋势却刚好相反,即随泊松

比的增加,固有频率有小幅度的下降。由此可以得

出,对于泊松比较大的材料,采用板梁理论分析弹性

地基宽梁结构的动力性能更加精确,也再次反映出

板梁理论能够考虑宽度变形效应的影响。

图2 不同泊松比下三种理论基频系数比较

   (Kw

———

=100)
Fig.2 Comparisonofthefundameratalfrequency
   coefficientsbasedonthreetheories

   withdifferentPoisson’sratios(Kw

———

=100)

  以 Mindlin板为基准,分别考察不同地基刚度

下板梁理论和Timoshenko梁理论的首阶自振频率

系数相对误差。如图3所示,随着地基刚度的增加,
板梁与 Mindlin板的相对误差较为稳定,且相对较

小;而 Timoshenko梁与 Mindlin板的相对误差稍

大,但随着地基刚度的增加呈现减小的趋势。

4 结语

分析由 Mindlin板理论退化得到的板梁控制方
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图3 不同理论基频随地基刚度变化误差

Fig.3 Comparisonofthefundamentalfrequency
   coefficientsbasedonthreetheories
   withdifferentfoundationstiffness

程在 Winkler地基上的自振特性,得到以下结论:
(1)简支边界条件下,在通常的中长梁范围内,

较之Timoshenko梁,弹性地基上的板梁与 Mindlin
板的前三阶振动频率更加吻合,且随着板宽的增加,
低阶频率同样吻合良好。

(2)随泊松比的增加,弹性地基板梁的自振频

率趋势及计算精度与 Mindlin弹性地基板更加一

致,当地基刚度增加时板梁与 Mindlin板的相对误

差将进一步降低。
(3)本文方程适用于宽度效应显著(b/h≤4)、

泊松比较大的 Winkler地基宽扁梁结构,且在保证

近似于 Mindlin板理论的精度情况下,可以避免复

杂的运算过程。
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