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地震波数值模拟的褶积微分算子法与
伪谱法的对比分析①

刘红艳,陈宇坤,刘 芳
(天津市地震局,天津 300201)

摘要:将基于Forsyte广义正交多项式的褶积微分算子法运用于复杂非均匀介质地震波场模拟中,
并将计算结果与伪谱法计算结果进行分析比较。通过二者的计算时间对比发现:在同样的计算条

件下,褶积微分算子法的采样时间始终小于伪谱法,这是其进行地震波数值模拟的一个明显优势。
通过波场快照的对比,褶积微分算子法的模拟结果与伪谱法数值模拟结果的频散效应相当,可为地

震波场的值计算提供一种新的选择。
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Abstract:Thisstudyemployedtheconvolutionaldifferentiatorseismicsimulationmethodcon-
structedusingForsytepolynomialstosimulatetheseismicwavepropagationinacomplexhetero-
geneousmediaandcomparedthesimulationresultstothoseobtainedfromthepseudo-spectral
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0 引言

地震波场的数值算法和正演模拟历来都是地震

学研究的热门领域。迄今为止,地震波场正演模拟

的数值算法已有很多,如射线追踪法[1-3],积分方程

法[1-6],或 基 于 波 动 方 程 直 接 解 法 的 有 限 差 分

法[7-12]、伪谱法[12-17]、有限元法[18-19]和谱元法[20-22],
但大家很容易忽略如细胞自动机法[23]、辛几何算

法[24]、褶积微分算子法[25-31]、辛格式奇异核褶积微

分算子[32-34]和Shannon奇异核褶积微分算子[35],这
些也非常重要的数值计算方法。实际上它们都是吸

收计算数学的一些思想,并成功地将其应用于地震

波场的数值模拟。
现有的各种地震波场正演数值模拟方法都存在

自身的优越性与局限性。本文的主要目标就是研究

一种已推出的、快速的、高精度的地震波场模拟方法

(基于 Forsyte广义正交多项式的迭积微分算子

法),并将该算子所构造的正演模拟算法运用于复杂

非均匀介质模型的地震波场模拟中,同时将计算结

果与伪谱法的计算结果做比较,以分析该方法的优

越性。

1 基本方程

二维均匀介质中,一阶速度-应力弹性波动方程

为
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其中,V=
􀆟u
􀆟t
;σxx、σzz与σxz为应力分量;ρ为介质的

密度;λ与μ 为拉梅常数,可以表示为P波速度VP,

S波的速度VS 及介质密度ρ的函数:

λ=ρ(V2
P-2V2

S)

μ=ρV2
S

{ (2)

  在二维各向异性介质中,一阶速度-应力弹性波

动方程是:
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2 Forsyte广义正交多项式褶积微分算子求

导的基本原理

Forsyte多项式是一个广义正交多项式,其插

值函数可写为[29]:

ϕ(x)=c0p0(x)+∑
n

j=1
cjpj(x) (4)

其中,
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p1(x)=(x-α1)p0(x)

p2(x)=(x-α2)p1(x)-β1p0(x)

p3(x)=(x-α3)p2(x)-β2p1(x)
……

pj+1(x)=(x-αj+1)pj(x)-βjpj-1(x)

α1=
1
m∑

m

i=1
xi,αj+1=

∑
m

i=1
xip2

j(xi)

∑
m

i=1
p2

j(xi)
,

βj =
∑
m

i=1
xipj(xi)pj-1(xi)

∑
m

i=1
p2

j-1(xi)

c0=
∑
m

i=1
f(xi)p0(xi)

∑
m

i=1
p2
0(xi)

,cj =
∑
m

i=1
f(xi)pj(xi)

∑
m

i=1
p2

j(xi)

  f(xi)为被插值函数f(x)在点xi 处的值。式

(4)中的p0(x),…,pj+1(x)定义为Forsyte多项式

系统。
对式(4)中的x 求导,可得:

ϕ'(x)=
dφ(x)
dx =c1+∑

N

j=2
cjp’

j(x) (5)

其中
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  Forsyte多项式微分算子可写为

d
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,此处的cj 不同于式(5)中的

cj。
将式(6)离散化可得

d1(iΔx)=c1+∑
N

j=2
cjp’

j(iΔx) (7)

式中,i 为采样指标;Δx 为沿着x 轴的采样间隔。
在实际应用中须将微分算子截成短算子,势必引起

Gibbs现象。另外,多项式的引入还将引起Runge
现象。为了消除这些现象,必须采用窗函数以截断

长微分算子。本文采用的Gaussian窗函数为

w(n)=ce-anΔx2,n =0,1,2,…,mx (8)
其中,mx 为单边截断长度的采样数;c 为常数;a
(0.1≤a≤0.75)为衰减因子。将式(5)用式(6)截断

并锯齿化后,可得实用的一阶迭积微分算子:
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  ̂d1(0Δx)=0     (9)

  通过对算子长度的调节及系数的优化,可同时

兼顾波场解的全局信息与局部信息。本文运用算子

长度为9点的一阶褶积微分算子求解弹性波场的一

阶速度-应力方程。9点迭积算子的最优权系数为:

-0.00234,0.00874,-0.0274,0.085,0.0,

-0.085,0.0274,-0.00874及0.00234。可以看出

算子的系数是反对称的。图1是9点微分算子振幅

随采样点的变化曲线,从图中可以看出算子振幅随

采样点很快地衰减。

3 伪谱法求导的基本原理

伪谱法是地震波场数值模拟诸多方法中使用较

多的一种方法,其基本原理就是在空间域中通过

图1 9点褶积微分算子振幅随采样点的变化曲线

Fig.1 Amplitudeversussamplingpointfornine-point
   convolutionaldifferentiator

FFT将空间域变换到频率-波数域中,然后再通过

傅里叶求导方式来进行求导,从而避免了空间域中

的直接求导。
对于二维波动方程,水平分量u 的傅里叶变换

为

F[u]=∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
ue-i(xkx+zkz)dxdz (10)

  由傅里叶变换的微分性质

F[u″
xx]=(ikx)2F(u) (11)

对式(11)进行反傅里叶变换得

u*
xx =F-1[(ikx)2F(u)] (12)

  传统伪谱法在求解时间导数的时候采用二阶中

心差分的形式,其求解方式为:

􀆟2u
􀆟t2 =

u(t+Δt)-2u(t)+u(t-Δt)
(Δt)2

(13)

􀆟v
􀆟t=

v(t+Δt)+v(t-Δt)
2Δt

(14)

其中,Δt是时间采样率。

4 数值模拟实例及分析

利用三个不同特性和几何结构的模型对褶积微

分算子法和经典伪谱法作比较,检验两种方法在刻

画波场精细细节和抑制频散方面的效果。

4.1 大角度倾斜界面模型

图2所示为大角度倾斜界面模型。网格大小为

256×256,网格空间步长为10m,时间步长为1
ms,震源位于格点 (140,130)处,介质其他参数见

表1。
表1 大角度倾斜界面模型参数

Table1 Parametersoflarge-angledippinginterfacemodel

密度/(kg·m-3) 左侧速度/(m·s-1)右侧速度/(m·s-1)

2500 3000 1500
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图2 大角度倾斜界面模型示意图

Fig.2 Diagramoflarge-angledippinginterfacemodel

 ①直达波P1;②直达波S1;③同类反射波P1P1;④转换反射波

P1S1;⑤转换反射波S1P1;⑥同类反射波S1S1;⑦同类透射波

P1P2;⑧转换透射波P1S2;⑨同类透射波S1S2

图3 大角度界面模型水平分量波场快照

Fig.3 Horizontalcomponentwavefieldsnapshotofthe
large-angledippingsurfacemodel

  图3为波场快照。可以看到:两层介质波速差

异很大,使其波阻抗差别也很大,导致两层界面之间

出现了很强且十分明显的反射和透射。同样,在介

质中由于波传播时发生分裂(即分裂为横波和纵

波),且纵波波速较横波大,可以判断外层圆为纵波

快照,内层圆为横波快照。横波和纵波在与波传播

方向垂直与平行方向上的差异同单一均匀介质相

似。但当波通过界面时,在其左侧可以看到四个圈

层,由左向右分别是透射P波和转换S波,以及转

换P波和透射S波;在右侧亦对应地出现反射P波

和S波以及转换P波和透射S波。由它们的反射

点,可以很清晰地辨别两层几面所在。比较二者的

波场快照可以发现,二者的频散效应基本相当。但

是从图4所示的时间曲线上可以发现,在计算相同

空间步数的时候,褶积微分算子法的用时要明显少

于伪谱法,这是由于伪谱法是一种全局算法,而褶积

微分算子法是一种局部算法。

图4 褶积微分算子法与伪谱法计算耗时比较

Fig.4 Time-consumingcomparisonofcalculating
   bytheconvolutiondifferentiatormethodand
   pseudo-spectralmethod

4.2 Marmousi经典模型

Marmousi模型是检验地震波成像效果及估计

速度精度的标准模型。该模型在构造上十分复杂,
模型的空间网格为384×122,网格间距为Δx=Δz
=10m。利用褶积微分算子法与伪谱法分别对该

模型进行波场模拟,时间采样间隔为Δt=1ms,震
源位置为(192,20),子波为主频25Hz的Ricker子

波。在原始 Marmousi模型的纵波速度基础上获得

其他介质参数,即:用Vs=VP/3计算横波速度,运
用Gardner公式ρ=310×V0.25

P 计算模型密度。
图5(a)为原始 Marmousi速度模型示意图,图

5(b)、(c)分别是利用褶积微分算子法和伪谱法得到

的波场快照。从波场快照来看,震源发出的地震波

在介质界面和突变点处产生的反射和绕射等现象非

常明显,并且两种方法得到的波场快照的频散程度

基本相当。说明基于Forsyte广义正交多项式褶积
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微分算子法的地震数值模拟方法可以很好地模拟地

震波在速度变化比较剧烈的介质中的传播。

图5 Marmousi速度模型及某时刻的波场快照

Fig.5 TheMarmousivelocitymodelandwavefield
   snapshotatagiventime

  图6所示为褶积微分算子法与经典伪谱法原始

Marmousi模型同一点地震图的比较。从图中可以

看出,除了振幅有微小的差别外,相位基本上一致,
这也从另一个侧面说明了褶积微分算子法的有

效性。

4.3 各向异性介质模型

采用Thomsen[30]选出的实际页岩岩样作为检

验模型。模型网格大小为128×128,网格空间步长

为10m,时间步长为1ms,震源为主频20Hz的

Ricker子波,位置位于介质的中心位置。介质的弹

性参数见表2。
表2 各向异性介质模型参数

Table2 Parametersoftheanisotropicmediummodel

参数名称
密度/

(kg·m-3)
各向异性参数/(×1010N·m-2)

C11 C13 C33 C44
数值 2420 4.185 1.495 4.755 3.067

  比较二者的波场快照(图7)可以发现,二者的

频散效应基本相当。两种方法得到的波场快照都清

晰地刻画了波前面的形态。我们知道,各向异性介

质模型中的波场传播特征对确定地层构造特征和类

型具有重要的理论意义与应用前景。

图6 褶积微分算子法与经典伪谱法原始

   Marmousi模型同一点振动图的比较

Fig.6 Comparisonofvibrationatthesamepointoforiginal
Marmousimodelusingtheconvolutionaldifferentia-
tormethodandpsendo-spectramethod

图7 各向异性页岩介质中的波场快照

Fig.7 Snapshotofwavefieldinanisotropicshalemedia

5 与伪谱法的计算时间理论分析及与有限

差分法及伪谱法的理论精度分析

5.1 与伪谱法的计算时间理论分析

  假设二维空间计算区域的大小为 N×N,褶积

微分算子的长度为 M。对声波方程进行数值计算

时,使用伪谱法需要(N2log2N)次复数乘法;使用褶
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积微分算子法只需要 M×N2 次实数乘法。显然两

者理 论 计 算 时 间 比 为 M/(4log2N),只 要 M <
(4log2N),则褶积微分算子法将比伪谱法的计算速

度快[25]。

5.2 与有限差分法及伪谱法的理论精度分析

在波动方程基础上,检验数值模拟方法准确性

的最精确实验是均匀介质中脉冲响应的计算,因为

在数值计算中单脉冲能够产生最宽的频段。Zhou
等[25,31]分别计算了不同方案所对应的零炮检距脉

冲响应,计算结果表明,伪谱法可以产生很好的效

果,子波延续时间很短,并且没有二次扰动;四阶有

限差分法的准确性要相对差一点,子波开始时是正

确的,但由于网格频散,子波延续时间长,并且有二

次扰动产生。九点褶积微分算子法计算结果接近于

伪谱法,比四阶有限差分法要好得多[28]。

6 结论

本文所使用的方法是将褶积微分算子应用于地

震波场数值模拟的又一次成功尝试。通过引入高斯

窗函数,较大程度地压制了算子截断引起的吉普斯

效应。三种不同地质模型理论计算结果表明,该方

法计算速度快,精度高,是继戴志阳[27]发展的褶积

微分算子法之后的又一种弹性波数值计算的有效工

具。将本方法与伪谱法进行比较,发现本文的褶积

微分算子法对数值频散的抑制能力与伪谱法相当,
但计算时间明显占据优势,可以更高效地模拟地震

波在复杂介质中的传播过程。
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