
第 35卷 第 1期 

2013年 3月 

地 震 工 

CHINA EARTHQUAKE 

程 学 报 

ENGINEERING JoURNAL 

Vo1．35 No．1 

M arch．2013 

砂土液化大变形本构模型的三维化及其数值实现① 
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摘 要：基于砂土液化大变形机理和适用于二维条件的边界 面弹塑性本构模 型，发展 了符合 三维应 

力空间中边界 面和剪胀 面上的应力映射规 则，建立 了三维应 力空间中砂 土液化 大变形本构模 型。 

针对模型特点采用半显式的 Cutting Plane算法进行应力积分 ，并采用 Pegasus求根算法根据映射 

规则计算边界面上的应力映射点，在 OpenSees开源有限元平台上实现了三维模型的数值化。结 

合 完全耦合的 u—p格式有限元单元，对饱和砂土不排水循环扭 剪试验进行 了模拟 ，并进行 了一个 

真三维倾斜地基的动力反应分析。计算结果表明模型和所采用的数值算法具有很好的模拟和分析 

三维条件下砂土液化后大变形的能力。 
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M ultiaxial Formulation and Numerical Implementation of a Constitutive 

M odel for the Evaluation of Large Liquefacti0n—induced Deformation 
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Abstract：Based on the physics of large post—liquefaction deformation of sand and the related elas— 

tic—plastic constitutive model suited for two dimensional stress space，mapping rules for plasticity 

and dilatancy are formulated in three dimensional stress space，and the three dimensional model 

for the analysis of post—liquefaction deformation of sand is established．According to the features 

of the model，for the model S numerical implementation into the open-source finite element plat— 

form OpenSees， the semi～explicit Cutting Plane algorithm is used as the stress integration 

scheme，and the Pegasus algorithm is used to locate the stress projection on the bounding sur— 

face．Combined with coupled u—P elements，simulations on an undrained cyclic torsional shear test 

is conducted，and a three dimensional site response analysis is also performed，the simulation and 

analysis exhibite the model's great capabilities in simulating small to large deformation in the pre— 

to post—liquefaction regime of sand． 
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重要成因，自几次强震以来_1 ]一直是岩土工程抗震 

方面的一个研究热点。针对砂土在循环加载条件下 

的动力响应，很多学者进行了卓有成效的研究，并提 

出了一系列包括边界面模型[3 ]、多 面模型[6。]和广 

义塑性模型[8]等砂土循环本构模型。但是这些模型 

中，鲜有能够基于砂土液化后大变形 的机理有效模 

拟砂土液化后大变形的产生与累积。 

基于试验观察 ，Shamoto和张建 民 9̈ 以及张建 

民和王刚L1 n]提出了饱和砂土液化后大变形的机理 

解释。将体变分解为有效球应力变化引起的体变、 

可逆性剪切体变和不可逆性剪切体变 ，揭示了不排 

水循环加载条件下砂土液化后剪应变的发展和累积 

与三个体积应变分量之间的内在联系。根据体积相 

容性条件 ，定量的描述了砂土液化后在零有效应力 

条件下所产生的“似流体”剪应变 (fluid—like shear 

strain)y0。 

以此机理为基础 ，王刚和张建民[1 ]在边界面塑 

性理论[1 框架下 ，建立了一个可以描述饱和砂土液 

化后大变形的弹塑性循环本构模型。该模型根据试 

验规律定义了区别于其他已有模型的可逆和不可逆 

剪胀速率 ，从而实现 了对砂土循环剪切体变的正确 

描述。通过体积相容性条件，有效地计算砂土液化 

后剪切变形的产生与累积 ，为定量描述砂土液化后 

大变形提供了一个科学的建模方法。由于三维条件 

下可逆性剪胀面上的应力映射规则并未给定 ，以及 

根据边界面上映射规则确定的流动方 向数值上求解 

成本过大，该模型可以在二维应力空间中应用，但无 

法用于真正的三维计算 。 

基于该模型 ，本文提出了与其相适应的三维应 

力空间中边界面和剪胀面上的应力 映射规则 ，并根 

据数值计算能力需求 ，调整了塑性流动方向，对砂土 

液化大变形本构模 型进行了三维化。利用高效的数 

值算法 ，在 OpenSees_1 开源有限元平台上对模 型 

进行三维的数值实现；通过对试验的模拟和三维地 

基动力反应分析，验证模型和数值算法的有效性 。 

1 模型的三维形式 

由于王刚和张建 民 ]对本模型大部分要素做 

了详细的描述 ，本文重点讨论在三维应力空间中模 

型的相关映射规则，其他方面仅简要介绍。 

本文各处张量均采用加黑斜体，标量采用斜体 

表示 。除特别声明变量外 ，变量大多采用土力学常 

规符号表达。 

1．1 基本应力应变关 系 

模型采用弹塑性应力应变关系 

：一 ； 一壶 (1) 
； ===<L>D ； 占 一 (L>m (2) 

式中上标 e和 P分别代表弹性和塑性 ；L为塑性加 

载指数；D和m 分别为剪胀速率和偏应变增量方 

向。偏应力比张量 ，广义剪应力和广义剪应力 比分 

别为r一 s，q一√号 ：s和77一 q。根据模型特点，e： 
一￡ ，即球应 力变化 引起 的体变 ；￡：一￡ +e d．r ， 

e 和 e 分别 是不 可逆 和可逆剪胀 引起 的体应 

变。 

1．1 弹性模量 

弹性模量采用 Richart 建议的方式定义 

G—Go ( ) ㈤ 

K一 ( ) ㈩ 
P 为标准大气压 。 

1．3 破坏面、边界面和可逆性剪胀面 

由于本模 型为边界面塑性理论_1 3_ 框架下 的本 

构模型，在确定各种映射规则前 ，首先需要确定本模 

型所使用的破坏面、边界面和可逆性剪胀面，分别定 

义如下 ： 

f(盯一 7一Mf，。g( )一 0 (5) 

厂b(仃一 7一 ， g( )一 0 (6) 

( ===叼一 M a， g( )一 0 (7) 

式中M ， 为三轴压缩条件下的破坏应力比； ，。为历 

史最大三轴压缩应 力 比；Ma， 为三轴压缩条件下可 

逆性剪胀的产生与释放 的分界；0为应力罗德角 ；而 

形状函数 g( )则 为根据张建 民 的简化 函数 (图 

1)。 

1．4 加载与反向加载判断 

模型通过塑性加载指数符号判定加载与反向加 

载 ： 

L 一 一 (8) H H ～ 

其中 n为偏应力空间中的加载方向。L可通过推导 

得到L—，l一÷(，l：r)J，当 L>0，模型处于加载阶 

段 ；当 L％0，则判断为反向加载 ，即应力反转 。 

1．5 边界面上的映射规则与塑性模量 

在边界面塑性理论框架下 n]，塑性模量受到当 

前应力点到其在边界面上投影的距离控制，因此需 

要定义恰当的映射规则。 
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对于当前应力在边界面上 的投影 ，借鉴 王志 

良等 提出的相应映射规则 ，定义为上一次反 向加 

载点 (应力反转点)n 到当前应力点 r连线的延长线 

与边界面的交点(图 1)。因此可以将边界面上投影 

点表示为 

r= n． + (r— a ) (9) 

其 中 可以通过将式(9)带入式(6)求解。 

手 

p 

图 1 模 型 映射规 则 

Fig．1 Mapping rules for the mode1． 

假定偏应力空间中的加载方向 ，l与偏应变增量 

方 向 m一致 ，并定义为沿 r方向的单位张量 ： 

m = ，l= r／～ (1O) 

实际上 ，严格根据弹塑性理论 ，l应 当为边界面在应 

力投影点处的单位外 法向，但是 由于在模型数值化 

时 ，对于边界面函数求解外法向在数值上十分困难 

且计算成本很高 ，因此在模型的三维化 中采用这一 

调整后的加载与流动方向。 

在定义了模型在边界面上的应力投影规则后 ， 

塑性模量的确定可以通过下式得到： 
^  

—  

H一要坛(05 f f卫1—1 1 (11) 
0 ＼77m ＼JU／ ／ 

o 

式中÷系数 用于统一模 型在三 轴和三维应力空 间 
J 

中的形式 ；h为一材料参数 ； 和 P分别是投影点 r 

到上一次应力反转点 ai 和当前应力 r到ai 的距离。 

该公式基于王志良等L3 的塑性模量参数简化得到 。 

1．6 可逆剪胀面上的映射规则和可逆剪胀速率 

由于王刚和张建 民口 并未定义三维空 间中可 

逆剪胀面上的应力投影规则，若采用模型二维形式 

中可逆性剪胀生成与释放 的判别标准和剪胀 速率 ， 

将在三维空间中出现误差。以图 1中的应力状态为 

例，按照模型二维形式中的判断规则，由于 l 77『≥ 

M  
， g(臼)且 I叩l>O，因此判断为发生可逆性剪胀，可 

逆性剪胀速率 D 。<0。而实际上对于三维应力 空 

间，可逆性剪胀／减缩的判断应 当由当前应力点 ，．在 

应力反转点 a 到 ，．的方 向上与可逆性剪胀面的相 

对位置确定 。由此 ，定义当前应力点 r在可逆性剪 

胀面上的投影 rd为(图 1)： 

rd一 (12) 
‰ t c 

在该映射规则下 ，可 以定义三维应力空 间中可 

逆性剪胀的产生与释放判定标准为 

一  一  

，

’ 
。 

(13) 

式 中，D 为可逆性剪胀产生速率 ；D 为释放速 

率 。 

相应的，三维条件下可逆性剪胀产生速率为 

Dro
,

gon 一 √亏 一 (rd一 ) ，l ( 4) 

式中，√亏用于统一模型在三轴和三维应力空间中 
的形式 ；d 为一材料参数 。 

可逆性剪胀释放速率仍为 ] 

D l一 (一 d 2e d ) (15) 

d 为可逆性剪胀释放参数 。 

根据新 的映射规则和可逆性剪胀的产生与释放 

判定标准 ，图 1所示情况发生可逆性剪缩，可逆性剪 

胀速率 D 一D rel>O，这是由于当前应力点处于其 

所对应的边界面上投影点“以内”。 

1．7 不可逆剪胀速率 

不可逆剪胀速率仍参照王刚和张建民[”]： 

一

￡ d 
一  

。 exp(一 d．i ) 
一 ～ 干 (16) 

d a和 )，d_r为不可逆性剪胀参数；Ym⋯为单 向剪应 

变长度。 

1．8 液化后大变形 

通过将式 (4)带入式 (1)积分，可 以得球应力发 

展至零时的 ￡ 阈值 ，即 

，
。 一  一  ( )。 

当 s 大于 s 时，有效球应力保持为零 ，土体进入液 

化状态，式(1)中的体变公式不再有效。￡vc转而由体 

积相容性确定 ： 

￡ 一 ￡ + ￡ d， + ￡ d (18) 

此时各剪胀关系依然有效 ，因此 只有 当足够的剪应 

变 发生 时(即液化 后大 变形)，才 能产 生充分 的 
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￡ d．r ，使得土体离开液化状态 ̈  。 ‘ 一 ：n 一却  r： 一LH 

2 模型数值实现 

通过高效数值算 法，在 OpenSees_1 中进行 了 

三维化模型的数值实现。 

2．1 零有效应力处理方法 

关于零有效应力状态下模型的数值处理 ，采用 

王刚和张建民rl 2_提出的方法，即设定一最小有效球 

应力 ⋯，使得 

一  ：， ￡vc> ~vc,O (
19) 

l P— P⋯ ， e ≤ ￡ 。，o 

此时 ，Evr，。可表示为 

．。一 c( )。。( ) ㈣ 
2．2 应力积分算法 

采用分子步 的 Cutting Plane半 显式积分算法 

进行应力积分。对于半显式积分算 法，需要控制每 

一 步应力积分时的应变步长 ，否则可能 出现不 收敛 

的情况。为了增加算法稳定性，将有限元得到的应 

变增量分成子步后再进行应力积分计算。 

计算子步长时，首先对下一步应力进行弹性预 

测 ，当剪应变增量或剪应力比增量超过容许值 ，则将 

步长拆分为 个子步 ： 

n— rmax(Ay e+l／tolel，△77 1~role2)] (21) 

式 中 ]表示 向上取整，tolel和 tole2分别 为子步 中 

剪应变增量 △ + 和 △ 剪应力 比增量 容许值 。每 
一 子步应变增量则为总体应变增量除以子步数 n。 

对于每一个子步采用 Cutting Plane算 法进行 

应力积分 。该算法首先 由 Simo和 Ortizl1 提出，主 

要思路是在弹性预测应力增量的基础上 ，通过对一 

致性条件 一0中函数 的一 阶展开逼近一致性条 

件进行塑性修 正，最后 得到实际应力增 量，步骤如 

下 ： 

(1)初始化局部迭代次数、塑性应变和塑性 加 

载指数： 

k 一 0； ( ：) l一 0； (ep) 1— 0； L 一 0 

(2)弹性预测 ： 

(￡ ) 一 (￡ ) + (△￡ ) l 

P 一 g((s ) 1一 

( + ， > ，。 

{P⋯， (e 。) l≤￡ 

s 1一 s + 2G △ 1 

(3)检查一致性条件 ，判断加载／反向加载 ： 

当 “ >O，发生塑性加载 ，进行第 4步 ；当 <o， 

应力反转，更新应力反转点 (ni ) + 一 r ，进行 第 6 

步。 

(4)通过计算 塑性加载指数 增量进行 塑性修 

正 ： 

” 一  ( )一 

H + 2G 一 K D (r ：，l 

更新塑性加载指数和应力应变状态 ： 

L‘ 一 L + △L‘ 

(△  ) ” 一 L 州D 1； (zSe ) ” 一 L ，l 1 

(￡ ) ” 一 (e ) + ((△￡ ) +1一 (△e ) ”) 

p ” 一 g((Evc) ”) 

s ” 一 4-2G ”(△P计l一 (zZ~e ) ”) 

(5)检查一致性条件残余值： 

J‘” 一 As ” ，l ”一 Ap ”r ，l ”一 L ”H ” 

若 l{＆ l>tolera／1ce，则未收敛 ，k一是+1，进行 步 

骤 4；否则进行第 6步 。 

(6)更新应力和内变量 ： 

户计1=== ：轱”； s升1一 s ”；(￡ )抖l一 (￡ ) ” 

对于半显式的 Cutting Plane积分算法 ，其 四阶刚度 

张量如下： 

D 。一 D 一 

D ：(m + J) (n一 ：D 

H + (n一 (r：聆)J)：D ：(m + Dir 4"
．

D~I) 

O 0 

(22) 

其中 D 为弹性 刚度张量 。 

2．3 边界面上应力投影点求解算法 

在应力积分 的第 3和第 4步中，需要求解应力 

在边界面上的投影 ，即求解式 9中的 。为此采用 

Dowel和Jarrattl1 提出的 Pegasus求根算法，该算 

法能够保证快速无条件收敛 ，具体步骤如下 ： 

(1)初始化试探值 一0和 一1。 

(2)计算 

，( )一 n。 + (r— n ) 

r( )一 n + (r— n。 ) 

-厂 ( )===叩( )一qm,cg(臼( )) 

-厂 ( )一 T7(p )一T7⋯g(0( )) 

(3)判断 r(50)和 r(I8 )是否在边界面两侧 。若 

厂b( )fb( )<0且 ， ( )>0，进行第 4步 ；若 厂 

( )fb( )>0且 -厂 (卢 )<O，则令 一 ， 一2 ， 
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进行第 2步。 

(4)计算 

一  一  

r(f1)一 ai +fl(r—ain) 

fb( )===77(卢)一枷， g(O(f1)) 

若 Jfb( )l~tolerance，计算收敛；否则进行第 5步 。 

(5)更新 和 。若 fb(卢)fb( )<O，则令 厂b 

( )=fb( )，fll— ，进行第 4步；若 fb(f1)fb( )> 

0 fb(rio)= f ) ( 

=fl，进行第 4步。 

通过上述算法，目前已经在 OpenSees 2．4．0版 

本中加入了三维化的模型。为了增加初始静应力场 

计算时模型的数值稳定性 ，添加了弹性材料阶段 ，具 

体使用方法可参见 OpenSees网站中该模型说明文 

档(http：／／opensees．berkeley．edu)。 

3 三维化模型及算法的应用 

利用 OpenSees中已有 的用基 于饱 和土动力固 

结理论的完全耦合单元 ，使用本模型对饱和砂土不 

排水循环扭剪试验进行模 拟，并通过一个三维倾 斜 

地基动力反应分析验证模型及相应数值算法对于计 

算液化后大变形和处理三维问题的有效性 。 

3．1 内华达砂不排水循环扭剪试验模拟 

对 Kutter等口 用内华达砂进行的不排水空心 

圆柱扭剪试验进行模拟 。内华达砂的基本物性指标 

为：G ：2．67；d50—0．18 mm；e⋯ 一0．887；g⋯ 一0． 

551。试验中所用砂 土相 对密度 71 ，采用等剪应 

力幅值为 56 kPa进行循环加载 ，围压 198 kPa。由 

于该试验 目的之一是用来验证王志 良等『3]的模型和 

其他边界面模型的有效性 ，因此 弹性和塑性模量以 

及破坏参数均可由Kutter等[1 的试验报告中直接 

获得；剪胀相关参数则采用相应的参数确定方法估 

计。具体参见表 1。 
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图 2 不 同降雨量时水平位移等值线 

Fig．2 Horizontal displacement field at different rainfall leve1． 

表 1 模型参数取值 

Table 1 Parameter values in the model 

模 型参数 内华达砂 

D 71 

Go 125 

0．003 6 

h 0．45 

M f 1．689 

1 1．45 

M d 0．917 

d ．2 750 

dl 0．5 

口 50 

)，dr 0．06 

6 

图 2给出了对该试验 的模拟结果 ，可 以看到计 

算结果与试验结果 的应力路径和应力应变关 系吻合 

较好 ，尤其是对初始液化后应力路径和零有效应力 

时产生的液化后大变形的模拟非常有效。 

3．2 三维倾斜地基动力反应分析 

利用 OpenSees中Brick UPL2 三维完全耦合单 

元，对一个 10 m倾斜地基进行了三维动力反应分 

析。如图3所示，地基向Y方向倾斜 2。，地震动输入 

沿 z方向和 z方 向双向输入 。模型 网格 由 10个边 

长 1 m 的立方体单元组成，底面节点约束 Y向位 
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移 ；为了模拟无限地基 ，将同层结点的三向 自由度绑 

定 ；模型底面和侧 面为不排水面，地基表面排水 ，孔 

压保持为零 。土体采用 VELACS离心模型试验 

中使用的相对密度为 45 的内华达砂 的参数 。输 

入地震波采用 VELACS离心模 型试验 模 型 1所 
1．0 m 

Brick Up 

偶和单元 

同层结点自由度 
绑定 

篙 

震动输入方向 

图 3 模 型 示意 图 

Fig．3 Schematic of model set up 

使用的波形，竖向振幅设定为水平向的 0．2倍。 

图 4给出了地震全过程不 同时刻土体的变形和孔 

隙水压力云图。可以看出，在最初的 2～3 S内土体 

尚未达到液化 ，地基变形较小 。当浅层土体孔压累 

积至液化 ，地基开始 向 Y方 向变形 ，直 至地 震结束 

后在 1 m深处达到 0．13 m。图 5给 出了 1 m深度 

处孔压 、 和 方向位移时程 。超静孔压 比在 4 S左 

右初次达到 1，即初始液化。 方 向位移随着地震 

波而波动 ，但地震结束后残余值几乎为零 ； 方 向位 

移则随着超静孔压 比接近 1迅速累积。 

对这一倾斜地基 的三维动力反应分析表明，本 

模型和相应的数值算法能够有效地计算三维条件下 

砂土的动力响应和液化变形 。 

4 结论 

本文对基于符合砂土液化后大变形机理的弹塑 

性本构框架，建立了三维应力空间中砂土液化大变 

形本构模型，实现了其数值化 ，并用于试验模拟和三 

维动力反应分析。 

发展了在三维应力空间中适合砂土液化后大变 

形本构模型的边界面和剪胀面上应力映射规则 ，并 

相应的定义了新 的可逆性剪胀产生率 。根据数值计 

算能力需求 ，调整 了塑性流动方 向和加载方 向。实 

现了砂土液化后大变形本构模型的三维化。 

通过采用分子步的 Cutting Plane数值积分算 

法实现模型应力积分，并利用高效无条件收敛的 

Pegasus求根算法求解应力投影 ，在 OpenSees开源 

有限元平台上实现 了三维模 型的数值化 ，对所有研 

究人员开放使用。 

利用该模型 ，对 内华 达砂不排水循环扭剪试验 

进行模拟，验证了模型的模拟能力 ，尤其是在计算砂 

土液化后大变形方面的优势 。通过对一个三维倾斜 

地基的动力反应分析 ，显示了模 型及相应数值算 法 

在处理三维问题上的有效性。 
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