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P—SV波斜入射时成层半空间自由场的时域算法① 

赵 密 ，杜修力 ，刘晶波 ，韩 强 
(1．北京工业大学城市与工程安全减灾教育部重点实验室 ，北京 100124； 

2．清华大学土木工程系 ，北京 100084) 

摘 要：刘晶波和王艳提 出了一种弹性水平成层半空间中平面 P—SV 波斜入射时平面内自由波场 

时域计算的一维化有F~-JL方法 ，该方法采用黏性人工边界条件近似地模拟下部基岩半空 间的辐射 

阻尼，可导致平面 P—Sv波以大角度入射 时自由场计算精度降低。本文提 出一种精确模拟基岩半 

空间辐射 阻尼的人工边界条件 。由于基岩半空间中外行波是传播方向 已知的平面 P波和 SV 波， 

利用弹性介质的应力一位移本构关系建立了人 _y-边界处应力与速 度的阻抗边界条件 ；采用该人工 

边界条件替代黏性边界条件，改进了P—SV波斜入射时成层半空间自由场的时域算法。数值试验 

表 明，与采用黏性边界条件的 自由场算法相 比，改进方法具有更高的计算精度，其计算结果与理论 

解吻合更好 。 ． 
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Abstract：A 1 D finite element method in time domain has been proposed by Liu and W ang for cal— 

culating the in-plane free wave field in elastic layered half space under the plane P and SV waves 

of oblique incidence(Engineering Mechanics，2007，24(7)：1 6～22(in Chinese)and Acta Me— 

chanica Sinica，2007，23：678—680)．The viscous artificial boundary condition is used in this 

method to approximately mode1 the radiation damping of underlying bedrock half space． This 

leads to the 1 D finite element method with lOW accuracy．An artificia1 boundary condition iS pro— 

posed in this paper，which can exactly model the radiation damping of bedrock half space．Due to 

that the outgoing waves in bedrock are the plane P and SV waves with known propagation direc— 

tions，using the constitutive relation between stress and displacement in elastic media，the imped— 

ance boundary condition between stress and velocity on artificial boundary iS developed． The 1D 

finite element method is further improved by using the new artificial boundary condition to replace 

the viscous boundary condition．Numerical examples indicate that the improved 1 D finite element 

method has the higher accuracy than the original method，and the solution using the improved 

method iS identical very well with the theoretica1 solution． 
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0 引言 

地震作用下土与结构动力相互作用分析 中，首 

先需要计算地震自由波场作为波动输入_】]。在自由 

场计算中，入射地震波可以简化为竖直入射或者倾 

斜入射的平面体波，场地可以简化为弹性均匀半空 

间或者弹性成层半空间。在一般工程结构的地震反 

应分析 中，可以采用地震波竖直人射 的均匀半空间 

或者成层半空间场地模型 ，该问题是空间一维的 ，能 

够方便地在时域内求解。对于高坝 、核电站、大型地 

下结构等重大工程结构，则需要考虑地震波倾斜入 

射引起的场地运动非一致变化对结构地震反应的影 

响。地震波斜入射时 ，均匀半空间 自由场可以根据 

波动传播规律在时域内计算_2 ；而成层半空间自由 

场只能采用解析方法在频域内求解[5]，为了获得时 

域反应需要多次执行快速傅里叶变换，因而需要大 

量的计算时间和存储空间。 

为了在时域内计算地震波斜入射时成层半空间 

自由波场，刘晶波和王艳 提出了一种简便易行的 

空间一维化计算方法 。该方法采用矩形有限单元进 

行网格虚拟划分 ，竖直方向采用满足波动精度要求 

的网格尺寸；水平方向的网格尺寸等于时间步长与 

水平视波速的乘积。基底设置黏性人工边界条 

件[】叨模拟基岩半空间的辐射阻尼，并将波动输入转 

化为等效荷载施加在人工边界结点上。将集中质量 

有限元法和时间中心差分相结合建立结点运动方程 

组 。然后根据斯奈尔定律，将水平方向相邻结点 的 

运动用该结点相邻时刻的运动表示，从而将求解结 

点运动的空间二维方程组化为空间一维方程组。求 

解此方程组 ，即得到 自由波场中竖向一列结点的运 

动。最后根据行波传播的特点，可方便地确定整个 

空间的 自由波场 。这样 ，计算 地震波斜入射时水平 

成层半空间 自由场的空间二维问题转化为简单的空 

间一维问题。 

对 于出平面 SH 波问题[6]，修正的黏性边界能 

够完全吸收外行波，精确模拟基岩半空间的辐射阻 

尼 ；然而对于平面内 P—SV波问题[7 ]，黏性边界及 

其修正形式均不能完全吸收外行波 ，形成 的虚假反 

射波将污染 自由场反应 。地震波倾斜人射角越大， 

计算结果与真实波场之间的误差越大。实际上，黏 

性边界m]、黏弹性边界[11 12]、多次透射公式 ]、高 

精度人工边界条件[1 均不能精确和高效地模拟该 

问题 中基岩半空间的辐射阻尼。本文利用平面内波 

动问题中外行波是传播方 向已知 的平面 P波和 SV 

波这一波动特性 ，提出一种适用于该问题的精确人 

工边界条件，应用该条件替代黏性边界，建立 P— 

SV波斜入射时成层半空间 自由场的一维化时域算 

法 。 

1 人工边界和地震荷载 

地震波(平面 P—SV波)斜入射时成层半空间 

波动问题如 图 1所示 。水平成层介 质位于半空 间 

上 ，成层介质表面满足应力为零的 自由边界条件 ，各 

层介质交界面处满足位移和应力连续条件 。第 (1 

⋯ N)层弹性均匀介质的厚度为 h，，密度为 ．D ， 拉 

梅常数为 和G，。下部弹性均匀半空间的密度为 ， 

拉梅常数为 和G。平面 P波或者 SV波从半空间 

无限远处向右上方倾斜入射，入射角为 臼。在计算 

中，将下部半空间截去 ，此时第 N 层介质与半空间 

的交界面为人工边界 ，本节建立 能够精确模拟下部 

半空间辐射阻尼的人工边界条件 ，给出人工边界处 

入射波的等效荷载。 

、 

第1层 1 r P。
． ，

G h1 

、  

第2层 P。， ，G。 h
2 

、  

第Ⅳ一1层 p" N L GN1 h t 

、 

第Ⅳ层 p GN h
Ⅳ 

半空间 p
,
2．G ／ 、 ／ 

人 工 边 界 

入射 平 面 波 

图 1 地震波斜入射 时成层半 空间波动 问题 

Fig．1 W ave propagation problem in layered half space 

under seismic wave of oblique incidence． 

1．1 精确的人工边界条件 

半空间内向无 穷远 处传播 的外 行波 由平面 P 

波和平面 SV波构成 ，两者 的势 函数可 以分别表示 

为 

一 g；(xsin 0P+ ycosOp— CPt (1) 
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一 g~s(xsin 0s+ ycosOs— CSt (2) 

其中，上标 0表示外行波； 和 为任意波形函数； 

t表示时间；cP一~／( +2G)／p和c 一~／G)／ID分别是 

P波波速和SV波波速； 和 0 分别为 P波和 sV 

波的传播方向与 Y轴的夹 角。根据斯奈尔定律，波 

动传播的水平视波速为 

Cx 一  

Cp 
一  

CS

： (3) 一丽 一 

当 P波入射时，0 ===0，可由式(3)确定 0 ；当 SV 波 

入射时，Os一 ，可由式(3)确定 0 。位移的势函数表 

达式为 

㈩  

【 J 
对于外行波 ，将式 (1)和(2)代入式(4)，得到位移 向 

量 。一{ ： “o ) 为 

一  
0 s co

删

s0~ 
㈤  一 } I L (5) L 

sin J 1 g f 

其 中，上标撇号表示波形函数的导数 。 

对式(5)求时间偏导数 ，得到速度向量为 

[一--CSCOSOS ～cesin 0eCSsin 0 cos0 ] ㈤ “。一l Ij一．．L (6) L— s —fP P 1 g f 
其中，变量上方的点号表示时间导数。弹性均匀介 

质 的应力一位移本构关系为 

Txy—G(3 U~+等) (7a) o o：x’ 
一  

等+( +2G) (7b) 
对于外行波 ，将位移式 (5)代人式 (7)得到应力 向量 

为 

一 d 为 

7G(sin 0s— COS。0s) 2Gsin 0PCOS 0P]f 1 

矿一l 2Gsin 0 +22G z 00sCOS 0 22Gcos 0P j } L 2Gsin s P J 1 f 
(8) 

联立式(6)和(8)，消去波形函数得 

盯。一一 su。 (9) 

其中，阻抗矩阵为 

广G(sin 0s— COS。0s) 2Gsin OpCOS 0P] 

L 2Gsin 0sCOS 0s +),2Gcos。0P J 

r- csc。s s ——cPsin P] (1o) 
L—cssin 0sP—CpCOS 0p j 

在人工边界处 ，式 (9)是精确 的人工边界条件 ， 

它由边界速度计算半空间作用于成层介质的应力。 

有 限元计算 中，该边界条件可以采用集中离散方式 

实现 。可以看到，对于不同的人工边界结点，本文边 

界条件是空间解耦 的；但对于每个结点 的两个 自由 

度 ，本文边界条件 是耦联的 ，这一点与黏性边 界不 

同，正是耦联特性保证本文边界条件能够精确地同 

时吸收外行 P波和 SV波 。 

I．2 人工边界上的地震荷载 

本节给 出尚未施加人 工边界条件 时，入射波在 

人工边界处的等效荷载。 

1．2．1 平面 P波入射情况 

入射平面 P波的势函数为 

一 g (xsin 0一 ycos 0一 Cpf) (11) 

其中，上标 i表示入射波；g 是任意波形 函数。 

对于入射波 ，将式 (11)代入式 (4)并求 时间导 

数，得到速度向量 i— u 为 

． f sl’n 0 ＼ ，． 

即 一一Cp 7 }g (12) 1
一

COS I 

如果规定人射波合速度的正方向与入射波传播方向 
一 致 ，则在人工边界和 y轴交点处 已知 的入射 P波 

合速度时程可以表示为 

P。( )一～Cpg； ( 一0，Y一 ∑h )(13) 

联立式(12)和(13)，消去波形函数得 

． f sin 0 ＼． 

1l ===7 I“P0( ) (14) 
l— COS 』 

对于入射波，将式(11)代入式 (4)，然后代人式(7)， 

得入射波作用下半空间作用于成层介质的应力向量 

一 Gy。l 为 

t
— f_． 兰n。 。＼g；(x—o，y一∑N h ) 一{ +2G

∞s e }g 一U’ 一 hn 
(15) 

联立式 (13)和(15)，消去波形函数得 

一 ～

1  

1
I --
+
2Gsin 0 cos 0} P。(tCp 2Gcos 0 ) (16) H 一～ ＼“n L J lb) 1 + f 

1．2．2 平面 SV波入射情况 

入射平面 SV波的势函数为 

一 g (xsin 0一 ycos 0一 CS￡) (17) 

其 中，上标 i表示入射波 ；g 是任意波形函数。 

对于入射波，将式 (17)代入式 (4)并求时 间导 

数，得到速度向量 一 U。|v＼ 为 

． ，COS 01 ．． 

“ 一一Cs 2． 1g (I8) l 
sin J 

如果规定入射波合速度的正方向为入射波传播方向 

顺时针旋转 9O。角 的方 向，则在人工边界 和 Y轴 交 

：  

一 

／●●●●●●，●J 、，●●●●●● 
L  
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点处已知的入射 SV波合速度时程可以表示为 

us。(￡)一一CSg ( 一 0，Y一 ∑h )(19) 

联立式(18)和(19)，消去波形函数得 

一 J cos 8}． ( ) (2020S1n ) H =J ￡sn( ) ) l 
对于入射波，将式(17)代入式(4)，然后代人式(7)， 

得入射波作用下半空间作用于成层介质的应力向量 

一』 i 为 

． 
f— G(COS 0一 sin 01 

一

{一2Gsin觚s 

(z一 0，Y= ∑h ) (21) 

联立式(19)和(21)，消去波形函数得 

． 
1 f 2G(COS 0一 sin。0、 

一

去{ U so(t)2Osin 0cos 0 2 cs 1 
2 有限元结合中心差分的一维化算法 

对于半空间上部的 N层介质 ，采用矩形 四结点 

双线性平面应变有限单元进行 虚拟网格划分 ，沿 Y 

轴方向的单元尺寸 Ay为，沿 22轴方向的单元尺寸 

为 Ax，时间步长为 。z一0列结点 P时刻的集中质 

量有限元方程为 

． ． 

一  

1 
Mo“0+ rK0， ，o KO，1] “ (23) 

L J lll j 
其中，“ 是z一0列结点 P时刻的位移向量，按照结 

点 坐标增加的顺序存放结点位移 ，同一结点先 z 

向位移后 Y向位移 ；up_ 和 Hf分别是 z一--Ax和 

=Ax列结点 P 时刻 的位移 向量 ，自由度的存 放顺 

序与 “ 相 同；Mo是集 中质量矩阵；Ko，--1、go，。和 

K0， 是刚度矩阵；1"o是结点荷载向量。 

人工边界处波场满足叠加原理 ，可以分解为外 

行波场和入射波场，z一0处人工边界结点的荷载和 

速度可以分别写为 

，

N'1= ( + “ )△ (24) 

“ ． l一 + H“ (25) 

其 中，，5， 一 和 ． 一 分别是 和 中第 N+1个 

结点的荷载和速度向量 ； ～、 、i,p和 “P分别是 

d。
、 

。

、 和 在 P时刻的值 。将式(25)中 “ 代入 

式(9)，然后代入式(24)，最后代人式(23)，整理得到 

． ． ． 1 

Moll +Coll +rK]．1 K0，。Ko。门 lf l—F L 【
lff J 

(26) 

Co== 

O 

0 

ArS 

(27) 

f 1 
肛  } ， 【

△z( “ +Gi, )J 
其 中，S、五“一和 Gi, 分别 由式 (10)、式 (14)(或者式 

(20))和式 (16)(或者式(22))给定 。 

时间导数的中心差分公式为 

= (29) 

—

1／0p-

—

1
--  2[／ 0p~ U0p-1 (3。) 

成层半空间中的平面波服从斯奈尔定律 ，即全 

部平面波的水平方向视波速相等。如果取水平方向 

的有限元尺寸 △z等于时间步长 △ 与水平视波速 

C 的乘积 ，即 Ax：C At。则根据斯奈尔定律，z一0 

列结点 P+l时刻的位移可以用 32一一Ax列结点P 

时刻的位移表示 ，z一0列结点 P一1时刻 的位移可 

以用 z—Ax列结点 P时刻的位移表示 ，即 

l— ll (31) 

h f— (32) 

这样 ，空间二维问题能够被 转化为简单的空间一维 

问题 。将式(29)～(32)代入式(26)，整理得到 z一0 

列结点从前两时刻位移递推当前时刻位移的线性代 

数方程组 

( + +Ko，一 )“ 一 +( +Ko，。)“g一 

( MO—Co+KoAt 2At ，一 )H (33) I 。 ’ 』 。 

式(33)的初始值为 

= “ = 0 (34) 

逐个时刻的求解式 (33)，可以得到 自由波场中竖 向 
一 列结点的运动。根据波动水平方向视速度相等的 

特点 ，可以方便地确定整个空间的 自由波场 。 

竖直 方 向有 限元尺 寸 Ay应 满足波动精 度要 

求。确定时间步长 △ 的数值稳定性条件，以及方法 

的精度分析见文献_7 ]。 

3 数值算例 

为了验证本文改进方法的精度和有效性，分析 

半空间基岩表面覆盖单层 土问题 ，该算例也见文献 

E9-]的 3．8节。土层厚度为 5O m，质量密度为1 000 

一 ．．． 一 一 

O ； 0  O  
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kg／m。，P 波 波 速 为 346 m／s，SV 波 波 速 为 200 

m／s。基岩的质量密度为 1 500 kg／m。，P波波速为 

866 m／s，SV波波速为 500 m／s，人工边界截去地表 

深度 100 m 以下的基岩，即保留厚度 50 m的基岩 

作为有限元 区域 。在人工边界和 Y轴交点处入射波 

位移 时程如图 2所示。深度方 向的空 间步距 为 5 

m，满足数值稳定性条件的时间步长为 0．005 S。 

图 2 入 射 波位移 时程 

Fig．2 Time history of displacement of incident wave． 

首先研究平面 P波斜入射情况。文献[7，9]的 

研究表明，入射角越大 ，应用黏性边界的自由场算法 

的精度越低，限于篇幅，本文仅研究 6O。角大角度入 

射的情况。图 3给出 P波 60。角入射时地表(坐标 

原点)的位移时程结果，其中理论解是采用频域传递 

矩阵法I5 结合快速傅里叶变换得到的。为了更清楚 

地观察本文方法相对于刘 晶波一王艳(Liu—Wang) 

方法 的改进效果，图 3也给出了两种方法计算结 

果相对于理论解的误差 ，即每种方法结果与理论解 

的差 的绝对值 。可以看到 ，新方法的计算结果与理 

论解 吻合良好 ，而 Liu—Wang方法的计算误差相对 

较大，说 明本文人工边界条件能够进一步提高 P波 

大角度入射时平面内自由场一维化时域算法的精 

度。 

当平面 SV波斜入 射时，本文仅 考虑入射角小 

于临界角的情况 ，即自由波场 中仅含有 均匀平面波 

的情况。与 P波入射类似，本文研究 SV波 30。角入 

射的情况。图 4给 SV波 3O。角入射时地表(坐标原 

点)的位移时程结果 ，其中理论解 同样是采用频域传 

递矩阵法_5]结合快速傅里叶变换得到。图 4也给出 

了本文新方法计算结果和 Liu—Wang方法L8 计算 

结果相对于理论解 的误差 。可以看到 ，新方法 的计 

算结果与理论解吻合良好，而 Liu—Wang方法的计 

算误差相对较大 ，说明本文人工边界条件能够进一 

步提高 SV波大角度入射时平面内自由场一维化时 

域算法的精度。 
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(d)竖直位移误差 

图 4 SV波 30。角入射时地表位移时程 

Fig．4 Time history of displacement on ground surface 

under SV wave of 30。angle incidence． 

震波斜入射时成层半空间瞬态自由场的数值方法。 

本文对该方法进行了改进，提出一种新的精确人工 

边界条件替代黏性边界，解决了平面 P—SV波大角 

度入射时由于底部吸收边界条件精度低而导致整套 

自由场时域算法精度降低的问题。本文考虑自由波 

场中仅含有均匀平 面波的情况 ，自由波场 中含有非 

均匀平面波和面波的波动问题有待深入研究。 
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