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摘 要：考虑土颗粒和孔隙流体的压缩性以及孔隙流体与土骨架之间的粘性耦合作用，采用修正的 

Biot模型，假定半空间表面不透水，得到了平面P 波(快压缩波)在半空间表面的反射 P 波、P 波 

(慢压缩波)和SV波(剪切波)的幅值。采用大圆弧假定将半空间内圆形洞室的散射问题转化为大 

圆弧和圆形洞室的多重散射问题，运用波函数展开法将入射波、反射波以及半空间表面和洞室的散 

射波的势函数展开成 Fourier—Bessel函数的无穷级数形式，由Graf加法定理得到同一坐标系下的 

势函数的表达式，根据半空间表面和洞室完全自由的边界条件得到了待定复系数的理论解。通过 

数值计算，着重分析了平面P 波垂直向上入射时无量纲入射频率和洞室埋藏深度等对洞室的动应 

力集中因子和半空间表面的归一化水平和竖向位移的影响。 
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Abstract：Considering the compression of soil grain and pore fluid，and viscid coupling of pore fluid with 

soil skeleton，adopting the amended Biot model，the amplitudes of P1 wave，P2 wave and SV wave which 

are reflected from the planc Pl wave are calculated when the semi—infinite space surface is impervious． 

The semi—infinite surface is taken as a large curved arc，the potential functions of incident waves，reflec— 

ted waves from the semi—infinite surface，scattered waves from the circular cavity and the curved arc are 

all expanded to the infinite serials of Fourier—Besscl functions based on the expansion mcthod of wave 

functions，and then the single scattering problem of a cavity in semi—infinite space is turned to a multiple 

scattering problem of cavity and curved arc based on the Grafg addition theorem．According to the bound— 

ary conditions that the semi—infinite space surface and cavity are all free，the theoretical solutions the 

complex coefficients of the potential functions are obtained．The influence of the normalized incident fre- 

quency and the cavity depth on the norm alized horizontal，vertical displacements of the semi—infinite 

space surface and the dynamic stress concentration factor of the cavity are studied by theoretical simula— 

tion when the P1 waves are vertically incident． 
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0 引言 

自2O世纪 5O年代起，国内外许多专家对无限 

弹性介质或流体介质内圆柱壳体或圆柱体对弹性波 

的散射进行 了大量 的研究，其理论 已经 比较成 

熟 4̈。。目前为止，也对半空间弹性介质内的洞室或 

衬砌的散射问题进行了研究：文献[5]采用镜像法 

对人射 Stt波引起的浅埋圆形衬砌的动应力集中问 

题进行了研究；但 P波和 SV波由于在散射时会发 

生波型转换，即单一人射波(P波或 SV波)散射或 

反射时会同时产生 P波和 SV波，其引起的圆形衬 

砌的动应力集中问题比SI’I波复杂得多，不能采用 

镜像法来研究，文献[5一l0]借助大半径凸状或凹状 

圆弧来模拟半空间表面，通过求解人射波在大圆弧 

表面和圆形孔洞表面的多重散射，并将大圆弧半径 

取的足够大，来近似得到弹性半空问内单个洞室对 

P波和SV波的散射问题的解析解；文献[10]采用 

的是大半径凸圆弧，洞室和圆弧的散射波都可展开 

成第一类 Hankel函数的形式，计算结果不再像凹圆 

弧那样受圆弧曲率的影响。上述研究主要集中于半 

空问弹性介质，但是天然土层往往含有孑L隙水，尤其 

对于地下水丰富的地区在求解此类问题时必须视为 

饱和介质。不同于一般的弹性介质，饱和土体中可 

传播一种剪切波(S波)和两种压缩波：快压缩波(P 

波)和慢压缩波(P：波)⋯J，而且边界条件还要考虑 

孔隙水压力问题，因此饱和介质洞室的散射问题比 

弹性介质复杂得多。文献[12]采用复变函数法给 

出了稳态 P波入射时饱和半空间内孔洞周边的动 

应力分布情况，但没有给出半空问表面水平和竖向 

位移的变化规律。 

本文采用文献[10]的凸圆弧假定，研究了半空 

问饱和介质内圆形洞室对人射 P 波的散射问题，并 

进一步分析了孔洞的动应力集中因子以及半空间表 

面的水平位移和竖向位移的变化规律和影响因素。 

1 波场的势函数展开 

1．1 入射波和反射波的势函数展开 

假定由一。。< <∞和zI>0确定的半空间充满 

各向同性的均质饱和介质， <0一侧为真空，不存 

在波的传播机制。由于P：波衰减太快，一般不考虑 

1)，波人射的情况，但是反射波_羽I散射波的成分往往 

都含有P 波成分。考虑到 P 波和 SV波人射时的 

求解思路和结果都完全相似，这里只给出P 波入射 

的情况。如图 1所示，取 P 波的入射角为OL ，则 P 

波的反射角也为 。，P 波和 SV波的反射角 ：和 

可由Snell反射定律求得： 2=arcsin(k1 sinc~l／k2)，JB 

=arcsin(k1 sin 1／k )，这里 k1、k2和 k 分别为半空 

间饱和介质中 P。波、P：波和 SV波的波数，其计算 

公式参见文献[13—15]。 

／ ‘ 
入射波 ／̂ ＼

． 

P：( n) 

r。) 

／ 口l ／ 
P。( ) 

[Q兰Q 1 Q 131／z'
．
／Q Q Q=A。[ ] 1Q Q Q I ：， ： =A 01】，2 l () L 31 32 

～  ． 

／』 

2cos 2)×k；；Q13=一 sin 2JB；Q21=一 =一 sin 

。

= ∑Jn(kl r1)(A0 cos nO1+Bonsin nO1) 

p re
1 = ∑．， ( 2r1)(c0 cos nO1+D0 sin nO1) 
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图2 半空间内圆形孔洞散射问题的示意图[m 

Fig．2 Scattering problem of a circular cavity in 

semi—infinite space． 

： ∑ (后。r1)(E0 sin nO1+F0ncos nO1) 
n =U 

(2c) 

式中，上标inc和re分别表示入射和反射；下标1表 

示势函数采用的坐标是极坐标系( ，0。)，下标 f和 

s分别代表 P1波(fast primary wave)和 P2波(slow 

primary wave)；A0n=[Aoe-iklhcOs otI+Ale-ikihcosaI(一 

1)“] i COS n 1；Bo =[A0e一 c0。 +A me一 them~tl 

(一1) ]8 i sin Q1；C0 =A2×e一 os (一i)“COS 

2；D0 =A2e-ik2heos (一i)“sin 凡 2；Eo = 

le
ik,hcos#

E (一i) sin re；F0 =B1 eik hcos (一i) cos 

；Jn(·)为 rt阶 Bessel函数； 为 Neumann因 

子， ：1， 0=2(rl,≥1)；i为虚数单位。为了研究 

和讨论方便，式(2)及以下的公式中都略去了公共 

时间因子 e 。 

1．2 散射波的势函数展开 

采用坐标系(r ，0 )，则半空间内洞室向外的散 

射波可表示成 

= ∑ ( )( cos nO +Binsin nO ) 
n=0 

(3a) 

：c．∑ ( )(Cl~cos nO +D。 sin nO。) 
n=0 

： ∑ ’( 。r1)(Ehsin nO。 
II,=0 

(3b) 

(3c) 

嚣=∑H o ( 1r2)(A2~,cos toO2+BE*~sin toO2) 

= ∑H2 ( 2 r2)(C2mcOS toO2+D2*~sin m ) 

= ∑H,1’(尼 r2)(E2~sin mO +F2mCOS mO ) 

根据 Graf加法原理 坫 ，将 se、 和 表示成 

= ∑Jm(k1r2)(A1．cos mO2+Bl*msin mO ) 

： =∑．， (k2r2)(c cos mO +D,*sin toO2) 

； =∑．， ( r：)(E sin mO：+Flmcos mO ) 

= ∑Jn(|i}。r】)(A： cos nO +日 sin nO。)(5d) 

= ∑Jn(k2r。)(C2ncos nO +D： sin nO。) 

= ∑Jn( r1)(E2 sin mOl+ cos mO1) 

㈢ 叫 
[主兰]= [主三] c6b 
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(6c) 

(6d) 

r (klD) 0 0 J 

[ ]=l 0 (k2D) 0 l 

L 0 0 二 ( D) 

0 

TL(k2D) 

0 

] ∞ f l
= ∑{[E。 ( 凡)】 J 。【 

0 

O 

( D) 

1 ∞ f ∑{
【En (r2’n)] 

j 。【 
／ 

a) 

(7b) 

其中， ( )=峨 (kD)+(一1)“ -1)(kD)； 

(kD)= ( )一(一1) ： (kD)。 

2 问题的求解 

将入射波、反射波和散射波的势函数表达式 

(2)～(5)代入相关公式u ，可得坐标系(r，，0 )和 

(r2，0 )下的应力表达式，见式(8)。其中矩阵[E“’ 

(r，n)]和[E ’(r，n)]的表达式见式(9)。 

根据表面不透水的条件： ：=0、丁 =0、Opf／3： 

= 0，以及不同阶三角函数 COS加 和 sin加 线性无 

关的性质最终可以得到关于任意 n的／4 C 和 

的理论解，见式(1O)。将式(10)中的[E“’]和A、 

c、E相应地替换为[E ]和 、D、F，则式(10)就是 

关于任意 ／7,的B D。 和 Dh的理论解。 

E(】 c r ，n [囊三蔓]) [ 。 口1 si 口 。。 口 
[E ’(rl，n) 

t c r2，n (丕兰]+t c r2 
[E‘ (r，凡)】= 

【 (r，n)]= 

E 

一 E 

，n) E (r，n) 

r，凡) 一E (r，12) 

，／7,) E (r，n) 

(r，n) 

厂，凡) 

]+ 
(8a) 

(8b) 

(9) 

其 中 (r，凡) ： 了1{
一 ( + MTI) r z三f)( r)+ [( z+凡一 2 ，2)z三j)(后 ，)一 rZ： 。( )n； 

E (r，n) = 
r
{一(A + )霹r z ”( r)+2 【(n + 一 ； )z： ’(尼：，)～k2rZ(t)_  

( ，)】)；E (r，n) 

[ 
srZ 。r)～(1+n)z r) )=一 [Ji}。rz 尼 r)一(1+ )z Ji} ，)]； ( ) 

一 rz (k2r)一(1+n) ‘，(k2r)】；E ，n)= 【一( 2+ 一 2 ／ ( ) ( )】； 

，，J．．．．．．． ． ．．．．一／ ，，，．．，．．．．。．．．．．．．． I、、 
M 

Z  2  

∑ ∑ 

一2 一2 

、、●●● ●●●／  

， ，． ．． ．． ．． ．．． ．． ，． ．． ．． ． 

= 

＼ 、 ●●  ● ， ● 
c盖 h 
D F  

／，，． ．．．．．．．，．．， 

-一／ 

]  ]  

、，  D 

O  0  

一 

m 
T  

—．．． ．．．．．．。．，．．．．．．．．．．L  
： 

l  

H 

+ 

＼l● ●●●●●●／  

n n 

l  1  1  C E 

，，．．．． ．．．．．，．．．。． 

＼  

a  ／ 

，， ．。．．，．．．．．．．．．．．． 

]  

O O ¨ ]  0 0 删o o～ ． O 0 

O  n 0  
． ． 0 —0 ．三 

∞ 

，  

) ) 加0 o ⋯0 0 n 0 0 ∞ ， ， n 0 O ，厂 ● r1 IJ ．m ======̈ ====== 由 ＼、●●● ● 。 h． ，， ● ，， ， 矾  ¨++ n n n r 厂 ＼ r ＼二● 

、

_-=厂  

n n 

3  
E 

[  

+ 

＼、●● ●●●●●／  

} 

h 十．兰 
A C E  
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_一／ 

，，，．．，．．．．。。 ．． 。．

一 ／ 

，●●● ●』、●●●●L  ∑ 

1● ●● ●●●j  

， 3 { 3  

2  f  2  f  2  

1 ●●● ● ●●J  

“ 
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)= (仅 )店2r2【 rz： (．i} r)一 z 后 r)】；础 ( )= ( + )klr。[后 z ，)一 

n ’( r)1； r，n)=0。 

≥【 ㈩ ，n 譬 E㈤ ，m 层㈩ ，m ]_ ㈤c6，n ~A三,：o：JI： E㈩ ，n， ] 

3 数值计算 

参考文献[14]，取饱和土体的参数如下：孔隙 

l：Lf=0．3；土颗粒密度P =2 650 k#m ；孔隙流体 

密度Pf=1 000 k ITI ；渗透系数 f=1×10 ITI～； 

Lain6弹性常量 A=26．1 MPa 4z：10．4 MPa；表征孔 

隙流体压缩系数 O／=0．998；表征土颗粒压缩参数 

= 6．67 GPa。 

参考文献[1O]取大圆弧半径为d／a=100。定 

义无量纲入射频率为 ．，7= a／'rr。下面主要分析洞 

室的埋藏深度 h／a和入射频率 卵对半空间表面的 

归一化水平位移 u和竖向位移 和洞室动应力集中 

因子 S 的影响。u、V和S。．的定义如下： 

= l(UrCOS 01+ sin 01)／A0k1 l (11a) 

= l(Ursin 0l—V0COS 01)／Aok1 I (1lb) 

Sd= f ／[A+2 +(Ol+y1) 】i(11c) 

式中， ，和 分别为径向位移和切向位移； 为环 

向应力。 

假定 P 垂直向上人射，f!fJ =0。；洞室埋深 

h／a分别取5和20；入射频率 分别取0．5、1．0、J．5 

和2．0。绘制了洞室的动应力集 中因子 ．s 沿周向 

的分布曲线如图3和4所示，半空间表面水平位移 

“在(一4≤x／a≤4)范围内的变化曲线如图5和 6 

所示，以及竖向位移 的变化f̈1线如图7和 8所示。 

从图3和4可以看出，不管洞室埋藏深还是浅， 

随着 的增大 S 的最大值都呈明显增大的变化趋 

势。但是埋深不同，S 最大值所在的区域也不同： 

当埋藏较浅时，半空间表面反射回来的波对洞室的 

影响较大，此时洞室的顶部区域(见图20 =0。附近 

的区域，即前进方向一侧)的 S 最大；但当埋藏较深 

时，半空间表面反射波的影响减弱，而人射波的影响 

则相应地增强，此时洞室的底部(见图 2，0，=180。 

附近的区域，即背向一侧)的 5 最大。 

从图5和6可以看出，由于是平面P，波垂直向 

上人射，而P 波的偏振方向与传播方向一致，所以 

在半空问表面中心点的水平位移位移为零。另外还 

、
～ ⋯ 一 一 ‘‘ 

180 

(C)，l 1．5 

180。 

(b)n 】．0 

0 
一 ～ 、

、  

l8O 

(d)门：-2．0 

图4 动应力集中因子 S 沿周向的分布曲线 

(h／a=20) 

Fig．4 Circumferential curves ofSd(h／a=20)． 

㈨ 
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x|a 

(C)r／=1．5 

／a 

(d)ru2．0 

图5 归--,~E水平位移 M沿x／a的变化曲线 

(h／a=5) 

Fig．5 Curves of u changing with x／a(h／a=5)． 

』／a 

(C)r／=1．5 

4 —2 0 2 4 

／a 

(d)rV-2．0 

图6 归一化水平位移 u沿 x／a的变化曲线 

(h／a：20) 

Fig．6 Curves of u changing with x／a(h／a=20)． 

可以看出：当洞室埋藏较浅时，随着卵的增加u的最 

大值明显地增大，分布曲线也由平滑变得复杂，而 卵 

超过 1．0以后，“的最大值基本趋于稳定，并且都小 

于1．0；而当洞室埋藏较深时，随着卵的增大 “的曲 

线的形状基本保持不变，都比较平滑，而且最大值变 

化也不大，最大值不超过 0．25，明显地小于埋藏较 

浅的情况。 

从图7和8可以看出：当洞室埋藏较浅时，随着 

的增大 的变化曲线的形状由平滑变得复杂，但 

稳定值基本上都接近于 】；当洞室埋藏较深时随着卵 

的增大，半空间表面中心区域的越来越大于两侧区 

域，这说明频率越高，散射波的作用区域越靠近中 

图7 归一化竖向位移 tJ沿 x／a的变化曲线 

(h／a：5) 

Fig．7 Curves of changing with x／a(hla=5)． 

一

4 —2 0 2 4 

xla 

(d)rl=2．0 

图8 归一化竖向位移 沿x／a的变化曲线 

(h／a=2o) 

Fig．8 Curves of changing with x／a(h／a=2O、． 

心 。 

4 结论 

将半空间表面近似成大圆弧，运用波函数展开 

法和多重散射理论，得到了半无限饱和介质内圆形 

洞室对平面P 波的散射问题的理论解，着重分析了 

平面P 波垂直向上人射时，入射频率 和洞室埋藏 

深度h等对洞室动应力集中因子 s 和半空间表面 

的水平位移u、竖向位移 的影响，结果表明： 

(1)．，7越大越容易产生大的S ；当h较小时半 

空间表面的反射波影响较大，洞室顶部区域的s 最 

大，而但 h较大时半空间表面的反射波的影响较小， 
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而人射波的影响较大，此时洞室的底部的．s 最大。 

(2)随着 越大，当h较小时 Ⅱ基本上呈增大 

的趋势；但h较大时 “则基本上保持不变，数值也小 

于h较小的情况。 

(3)当h较小时， 的稳定值基本上都接近于 

1；当h较大时，随着 叼的增大半空间表面中心区域 

的越来越大于两侧区域。也就是说，入射频率越高 

半空问表面竖向位移受较大影响的区域越靠近中 

f2] 

[3] 

[4] 

f5] 

[6] 
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