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二维层状介质点电源边界单元解

马钦忠 钱家栋

( 国家地震局 兰州地震研 究所 )

摘 要

本文用付氏变换将 点源二维地 电断面 的三 维边位 问题变成二维边位问题
,

然后 讨论 了边界元法在解决层状介质 中存在二维柱体 时点源场视 电阵率计算问

题中的应用
。

由 于选取的基 本解避 兔了对水平层状界 面的积 分计算
,

从而 大 大

减 少了边界剖分节点数
。

在计算中设 法略去 了对边界上位场法向导数的求解
,

使未知量 大为减少
,

从而便利 了求解二维边位问题
,

并由付 氏反 变换求得三维

空间中的位
。

本方法所需计算机内存 少
,

原始数据的偷入 简单
,

且有较高的计

算精度
。

引 言

边界单元法 〔 ” 是一种较新的数值计算方法
。

与有限元法相比
,

边界单 元 法不是在区域

内剖分网格
,

而是只在区域的边界上剖分单元
,

故其解算一个间题时所需的方程个数及所需

的原始数据都比有限元法要少得多
。

其精度一般高于有限元法
,

且所需计算机内存少
、

计算

速度快
。

对于电法中常遇到的无限域问题来说
,

边界单元法是较适宜的数值方法
。

自边界元法被引入到电法 〔幻后就显示了巨大的作用
。

目前已 解 决 了 许 多 较复杂的间

题
。

但对于水平层状介质中含有异常体的问题
,

由于遇到了界面 向无穷远延伸的间题
,

则需将

界面剖成许多节点
,

工作量大
。

对此
,

本文在选择了适当的基本解后就较好地解决了这个问

题
,

加之本文在理论推导中设法消除了位场在边界上的法向导数
,

因而最后形成的代数方程

组规模是相当地少了
。

这就为数值计算带来了很大的方便
。

本文是 以两层水平层状介质中含

有柱形异常体的地电模型为例进行理论分析和数值计算的
。

一
、

边值问题

设模型如图 1 所示
。

设介质沿地质体走向是均匀的
。

其坐标系为 x 轴沿剖面方向
, y 轴沿

地质体走向方向
, z
轴垂直地面向下

。

A 点为供电点 ( 点电流源 )
,

第一层介质 厚为 H : ,

电

阻率为 p : ,

其中圆柱体的电阻率为 p 3 , 第 2层介质的电阻率为 p : 。

设 r 。 是以
r ^ = co 为半径

的假想半无限圆柱面
,

则边界 r s 、

r l
、

r : 、

F ao 将整个区域分为 Q : 、

Q : 、

Q 3三个区域 ( 图

1 )
。 u : 、 u : 、 u 3

分别是这三个区域中的电位
,

则此模型的三维边值间题为
:
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其中 I 是点电源的龟流强度
,
各3 ( A ) 是以A 为中心点的三维狄拉克函数

。
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( 1 ) 式为三维微分方程组
,

现在用付氏变换将它变成二维微分方程组
。

为此
,

对 ( 1 )

式在 y 方向进行付氏变换
。

考虑到
u
是 y 的偶函数

,

定义下列付氏变换
:

u . ( 二
、

k
、 · ) =

丁
` 二 ( 二

, y , · ) 。 。 s k y d y ,

一 0

( 2 )

记作 U . = F〔 u `〕
。

根据付氏变换性质
,

并利用关系

{
’
` 。 3 ( A )

一
k y ` y ==

甲 O

各:
( A )

2

其中 6 : ( A ) 是以 A为中心的二维卜函数 )
,

对 ( 1 ) 式进行付氏变换
,

得
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`汀ù一ēÒd匀é一 l

U :
! r -

U :
} r s

, , .

_ l
U ` 1 1

’

I ,

砰
C

.

K 。 ( k
r A )

。

On

.

_ 1 OU
, .

_

11
’

` =

万 丫丽一 11
’

I ’

( 3 ) 式便降为二维边值间题
,

C
·

K
。
( k r̂ )k 作为参数出现在方程中

。

若对足够多的 ck 的
,

求解方程 ( 3 ) 中第一式
,

然后进行付氏反变换
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u . ( x , y , z ) =

即可求得电位函数 ul
。
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:
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点 P = ( 二 , , y , , z , ) 为第一层介质中的点
。

点 ( x , y , : ) 为任意一 点
,

如 图 2 所 示
。

小
: 、

小
:
满足的边界条件为

:

午
l r
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,

{
〔 p : 。 : = p : 。 : 〕 . r : ,

r午
=

午〕,·
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{
( 7 )

二
、

积分方程

在场论中
,

二维同题的格林公式表述为

丁
。 ( U v : 。一 小v : u )

·

d 。 ==

J
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(
u

黔
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d r
。

百` 1

( 8 )

中含有柱体的横向不均匀模型中
,

介质是分区均匀的
,

域
,
分别对这三个区域用格林公式 ( 8 ) 求解

。

! 1 所示的 模 型 即两层水平层状介质

将区 域 分 解为 Q
: 、

Q : 、

Q
:
三个区

其中Q是 x z平面上的二维区域 , r 是 Q的边界线
。

对于图
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1 ) 设 P是 Q `
中某一点

,

将P点置于地表
,

并令P = P
.

〔 r
.

此时分别对 Q
, 、

Q : 、

Q :
用格林公式 ( 8 ) 求解

,

可得

丁
。 : ( 。 : 、 : 。 ; 一 小

:

俨 。 : ) 。。 +

{
。 : ( 。 : △:

小
2 一 小

: : :
U

: ) 。。

f 了
, ,

O小
: ,

OU : 、
.

。
.

( l
, :

O小
: .

OU : 、
.

。
= 1 I U

,

二资人一 一小
,

止子三一 l d r + I I U
,

二碧一 一小
,

.

二子二 l d r
! 。

.

一
.

。 、 “ ’
O n 甲 1

O n I u 二 `

! 。 。 、 ~
洛

On 丫
“

On I u `

J
r

. + r l + r l 、 U “ U l l 产 J
F . 一 I’ l 、 U “

( 9 )

_ 「
_ _ .

_
。

二
_

. _ _ . _

_ 广 l
_ ,

a小

二
a U

,

、
`

_

及 l ( U : V ,
小

: 一 小
: ·

V岛 U :
) d Q = 一 1 t U

3二丢于
ee 一小

:
书扮

乙一 》d r
。

( 1 0 )
, J八

、 。 , v

“ 甲 ` ’ 。 , ` “ “ “

l。 、 , 舀
a n 丫 `

e n l 甘
二 。

J

Q
s J r r

、 u i l . “

然后将边值间题 ( 3 )
、

( 5 ) 和 ( 7 ) 式代入上两式并经过一定的数学推导
,

就可得到一

个积分方程
:
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在 ( 1 1 ) 式中
,

当知道了边界 r l上的 U
:
值后

,

便可求得地面 r
.

的U I P .

值
。

2 ) 假设将P点放置在边界 r l’上
,

并令此时的 P = P l 〔 r l

对区域O : 、

9 : 、

9 3
重新分别用格林公式 ( 8 ) 求解

,

可得与 ( 9 )
、

( 1。 ) 式 类同的方

程
。

利用边值间题
、

基本解满足的方程及其边界条件 ( 3 )
、

( 5 ) 和 ( 7 ) 式中的关系
,

经过一定的数学处理后可得另一个积分方程
:
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其中 。 IP I 是 P l 点对区域岛所张的立体角
。

上式中U :
都是 r l 上的点

,

故 ( 12 ) 式 离 散化

后可独立求解并解出边界 r l 上分点的 U :
值

,

然后将这些值代入 ( 1 1 ) 式后就可求得地表的

U I P .

值
,

并由 ( 4 ) 式进行反付氏变换即可求得地表的电位
。

在 ( 1 1 ) 式和 ( 12 ) 式中
,

当令 p : = p : ,

就可得到电阻率为 p :
的半无限空间中含有一圆

柱体的结果
。

当令圆柱半径 r = O时就可得到两层水平层状介质的解析解
。

可以 看 到
,

因为

横向不均匀
,

故地表上电位分布对均匀水平层状介质电位的畸变完全来自于圆柱边界上的电

荷分布
。

三
、

边界单元法

对 ( 1 1 ) 式和 ( 12 ) 式进行数值计算时
,

用 N S个节点将边界 r
.

剖分成 N S一 1 个单元
,

用 N l个节点圆柱边界 r l 剖分成 N l个单元
。

如在积分方程 ( 1 2 ) 式中
,

对 r l 上的节点 i有如下离散化的积分方程
:
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单元两端节点编号为 j
,

K
,

U
,

则在单元上的 U可表示为
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u
e ,
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对每个节点都得到如上式的一个方程
,
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,

得一组方程
,

记作

( co + F )
·

U = I
·

中 ^ 。

( 1 6 )

、

l
,

l
les

we
1

_

co , 甘 s 今 , 1 1

—
十 一一加盆

.

一
.

—
一

P s 乙 介 、 P I 上、
p , I

0

1
.

。 : 时 . 了 1

一
宁 ~ . :

- 一
.

一P 3 乙 介 、 P I

一

上、
p , I

尸

r
.

l
esl
.

se
、 、

一一8中其

F = 〔F
: ,

… F
. … F , : 〕 T , 中 ^ = 麦中

. A , : , : …小
: 应厂二

中
: ` , :

}
, 。

方程 ( 1 6 ) 含有 N l个方程和 N l个未知数 U : N。 , :

… U
: 、 : 。

用高斯 消 去 法解此线性代数

方程组
,

可得边界 r l 上各节点的U值
。

对积分方程 ( 1 1 ) 式作同样的离散处理
,

则对地面 r
.

上的节点 P
.

可得到
:
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然后将边界 r , 上各节点的只值代入上式便可求出地表 .P 处的 U值
·

对 U 值 利用 ( 4 )

式进行反付氏变换即可求得电位函数
u :
值

。
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四
、

算 例

本文对图 1所示的模型中的主截面 ( 即 y 二 0的截面 ) 进行了不同装置系统下视电阻率

曲线的计算
。

图 3
、

图 4是用中间梯度法装置系统下所计算的视电阻率 曲 线
。

假 设覆盖层

( 第一层介质 ) 中所埋水管比较 靠 近 地 表
,

H 。 = 4 米
,

半径 R = 1 米
,

当 圆柱管道是高

阻体时
,
如 p : = 300 Q

·

m 时
,

则视电阻率曲线在管道上方时达 到 最大值
,

此 时曲线相对于

均匀二层水平层状介质曲线的畸变达到最大值
,

如图 3 所示
。

而当管道是低阻体时
,

如 p : 二

0
.

5 0
·

m时
,

则当视电阻率曲线通过管道上方时达到最小值
,

如图 4 所示
。

图 5与图 6是管

道正上方处的视电阻率测深曲线
。

由图 5可以看到
,

当 p : = 4 00 Q
·

m 即管道是 高 阻体时管

道上方的测深曲线要比二层水平层状介质测深曲线高
,

即此时视电阻率值较之于无管道时的

值为大
,

视电阻率异常呈正异常
。

而当 p : = 。
.

SQ
·

m 时
,

即管道是低阻体时
,

管 道 正 上方

的侧深曲线较之二层水平层状介质测深曲线要略低即视电阻率较小
,

视 电 阻 率 异常呈负异

常
,
见图 6

。

计算结果表明
,

无论介质表面用何种装置系统
,

用本文方法均可求得一条偏离

二层水平介质视电阻曲线的畸变曲线
,

即反映出了覆盖层中横向不均匀性所产生的影响
。

计

算结果还表明
,

H 。
值越大

,

即管道埋得越深
,

则曲线畸变越小 , 管 道半径 R越大
,

则曲线

畸变也越大 ,管道半径 R越小
,

则曲线畸变也越小
。

这些计算结果文中没有给出
。

与一般模型

实验结果相比
,
本文计算结果是合理的

。
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五
、

结 论

通过理论推导和实际计算
,

可得如下结论
:

( 1 ) 在本文理论推导中对层状介质中水平边界积分的删除是成功的
,

从而大为减化了

边界积分公式
,

并且在推导公式中设法消去了求解边界上电位谱的法向导数
,

这样就使得未

知量的个数大为减少
,

大大节省了计算机内存
,

从而为数值计算带来了极大的方便
。

( 2 ) 由理论分析可知
,

覆盖层中的圆柱形管道实际上可 以是任意形状截面的柱体
。

并

且当柱体存在于第二层介质中时本文方法也同样适用
。

( 3 ) 本文方法不仅对复杂地质条件下视电阻率资料解释有理论和实际意义
,

而且在地

展预报中地电阻率法的台址条件
、

台站环境干扰影响以及地电阻率随时间变化的理论研究和

实际工作中有广泛的应用前景
。

( 本文 1 9 9 0年 1 0月 1 4日收到 )
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