
第 12 卷 第 i 期 西 北 地 震 学 报 Vo l
.

2 1
,

N o
.

1

1 9 9 0年 3月 N O R T H W E S T E R N S E I S M O L O G I C A L J O U R N人
.

L M a r ( ,

h
,

1 99 0

层状半无限空间中波

动问题的数值模拟
’

周民都
( 国享地震局兰州地震研 究所 )

冯 锐
( 国家地震局地球物理研 究所 )

摘 要

本文对波动方程首先进行富里叶一贝赛尔积 分变 换
,

在波 数 k 域内构成

( z , t ) 的有限差分隐格 式进行迭代
,

由此计算出纵向非均匀的层状模型的合

成地震图
。

衬含有低速层和 高速薄层的几种模型做 了对比计算
,

通过 时间场 与

空间场的波动分析
,

揭示 了几种主要震相的传播与形成过程
。

计算结果表明
,

无论 高速层的厚薄如何
,
反封波始终很强 烈

,

但初至首波在薄层 构 造 中不清

晰
,

一种属转换型的续至 薄层首波震相值得 注意 , 低速层的顶界 而难 以形成能

量较强 的上行波
,

因此在推断低速层埋深上存在不确定性
。

一
、

引 言

在利用地震波探索地球内部构造时
,

由射线理论与波动理论 出发形成了两种基本的研究

途径
。

地震射线方法的优点在于可从运动学上明确而直观地揭示深部构造
,

在动力学上也可

采用高斯束法构制二维合成地震 图
。

射线方法虽然在地震测深中有广泛的应用
,

但在揭示介

质物性上 ( 例如非弹性
、

吸收
、

频率影响等等 ) 和研究某些特殊构造 上 ( 例 如 薄 层
、

空腔

等 )
,

存在理论上的限制
,

而波动方法恰在后者上显示 了它的优点
。

目前地震波理论的研究

正从射线方法向波动方法
,

从一维向三维
,

从介质的完全弹性体向粘弹性体方向发展
。

在研究地震波速的纵向分布方面
,

低速层和薄层构造是人们十分关注的间题
。

目前的间

题在于
,

低速层存在的地震波证据是什么 ? 除走时曲线的中断与逆进外
,

在波动过程中还有

哪些特点有待认识
。

此外
,

随着国际上超深钻研究的开展
,

薄层 ( 或高低速夹层 ) 在构造上

的地位也日益被人们重视
,

地壳内物质的水平运动包括大规模的滑脱构造可能均与它有关
,

地震测深中的若干震相可望由此得到解释 〔 1
、

幻
。

当然
,

要可靠地确定称层构造也很困难
,

,
地展 科学基 金会赞助课题
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因 为 在 分 析 隧 道 波 和 薄 层 首 波 震 相 时 往 往 存 在 争 议

。

本 文 根 据l Ae ks v e e 〔 8
、

4〕 的 研 究 垂 向

不 均 匀 介 质 波 动 场 的 有 限 差 分 方 法
,

对 数 值 计 算 采 取 了 一 定 的 稳 定 和 加 速 措 施

,
通 过 不 同 算

法 对 含 有 低 速 层 和 高 速 薄 层 的 几 种 模 型 作 了 对 比 计 算

,

从 时 间 剖 面 与 空 间 剖 面 上 分 析 了 波 动

过 程 的 特 点

,

并 揭 示 了 一 些 低 速 层 与 高 速 薄 层 的 波 动 效 应

。

二

、

计 算 方 法

本 节 讨 论 一 个 集 中 力 作 用 在 垂 向 不 均 匀 弹 性 介 质 内 部 所 形 成 的 位 移 场 的 间 题

。

由 于 这 个

问 题 在 几 何 上 具 有 轴 对 称 的 性 质

,

故 采 用 柱 坐 标 ( : , z ) 较为方便
。

对 于 弹 性 不 均 匀 介 质

,

运 动 方 程 为
曰.
卡 一

月 卜

( 入+ 2 卜 ) V ( V
.

设 边 界 条 件 和 初 始 条 件 为

.

-务

U ) 一协V X V 义 u
午 V
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其 中
u = ( u : , u .

) T
是 位 移 矢 量

; p ( Z ) 是介质的密度 ; 协 ( Z )
、

入 ( Z ) 是拉梅常数 ,

a , 、
:

: ,

是 法 向 和 切 向 应 力
; f ( t ) 是震源的时间函数 ; E是形 变 张量

。

对 于 分 层 均 匀 介 质

,

则
p

、
林

、

入 在 每 一 确 定 的 层 中 是 常 数

。

( 1 ) 式可 以写成

( 入+ 2 协 ) V ( V
. u

~ ` 卜 - )

) 一协V x V x u = p o忍u
/ 3 t “

对
u : 、 u :

进 行 富 里 叶 一 贝 赛 尔 积 分 变 换

:
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袋
对 边 界条件 和初 始条 件进 行 同样的 处理

,

有

卜 合 笋

一 十 D ( 一 k , G

)
: 一 。 = 8

其 中 A
、

B
、

C
、

D均为二 阶 系数矩 阵
,

( 7 ) 式中

k
一入+ 2林

n甘一一
.

ù J一.ù L
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为 解 题 的 需 要
,

引 入 一 个 右 端 边 界 附 加 条 件

:

G !
. > 。

…
= 0
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,

对
( 6 ) 一 ( 9 ) 式进行离散化处理

,

选 择 一 个 稳 定 性 较 好 的 隐 格 式

。

设

z
方 向 的 空 间

步 长 △ z 二 h
, t 方 向 的 时 间 步 长 △ t = : ,

对 护 G /吮
“ 、

。 “
G / at “

分 别 用 对
z
和

t的 二 阶 中 心 差 商

逼 近
,

己 G /扼用对
z
的 一 阶 中 心 差 商 逼 近

,

隐 格 式 的 逼 近 误 差 为
0 ( T “ + h

名)
。

令 G孟= G ( z 二 ,

t ; ) = G ( m h
,

j
T )

,

则 ( 6 ) 式的差分格式为

乙
二

G 瑟 1一色
二

G 护
’ 十 刀 二

G盘 圣+ F护
` = 0

式 中 七
. 、

乙

二
、

刀
二

为 二 阶 方 阵

,
F 护

`

为 二 阶 列 阵

。

对 ( 7 ) 式离散
,

得

I
J

_

石丁一 ( 场
` n

I一G 二
: ) + D

。
G 孟= 。

把 ( 9 ) 式离散化
,

G

得

吞
令, = 0

同 理
, ( 8 ) 式的离散格式为

G盖二

G孟=

0

0
… …

,

N 一 1 )
。

( 1 0 )

( 1 1 )

( 12 )

( 1 3 )

N为空间步长 m 的 上 限
。

到 此 为 止

,
可 按 ( 1 0 ) 一

段上的 G 孟 ( m = o
,

i
,

G ;
详’ 二

( 1 3 ) 的格式
,

N 一 1 ) 值
。

X 。
G I

+ ` + Y 石
+ `

或

把 ( 1 6 )

G护
’ = X 二G 欲 盔

+ Y 护
主

G 盆 卜 X
二; :

G 护
’

+ Y鑫认

用 对 角矩 阵块 的 追赶 法算 出每 一个 ( j , ) 时间

下面我们推导追赶法的计算公式
。

记

( 1 4 )

( 1 5 )

( 1 6 )

式代入 ( 1 0 ) 式 后与 ( 1 5 ) 式比较
,

得

、 L̀J

O

X二= 一 ( 七
二+ n二X

二一, )
一̀

七

Y 护
` 二 一 ( 氛 + ” 二

X二
一, )

-

( m = 1
,

2

( 劝
。

Y 欲 全+ F护
`

)

N 一 1 )

对于不 同的 k值
,

按 ( 1 1 )
、

( 1 4 ) 式可算出 X
。 、

Y ;
岑’ ,

然 后

,

用 ( 1 7

( 1 7 )

) 式 依 次算出

X : 、

Y {
+ ` 、

…
、

X
N . , 、

Y衬 }
,

再 用 ( 1 3 )
、

( 1 6 ) 式 逐 次 算 出 G孟士受
、

G二士;
、

…
、

G 石
洛` 。

当 第 ( j + 1 )
、

( 」+ 2 ) 时间段的 G 值算 出后
,

用 同 样 的 追 赶 法 即 可 得 到 ( j + 3 )

时间段上的 G 值
。

待 把 整 个
G 值 都 算 出 后

,

代 入
( 4 ) 式

,

用 数 值 积 分 即 可 得 到 位 移 场 分 址

U : 、 U 一。

应 当 指 出

,

右 端 边 界 条 件 ( 9 ) 式是可变的
,

它 依 赖 于 波 前 的 位 置

,

引 入 的 目 的 在 于 避

免 虚 假 反 射 的 干 扰

。

三

、

数 值 模 拟

图 1 给 出 了 层 状 模 型 的 一 个 典 型 例 子
。

模 型 厚
3

.

s k m
,

参 数
入

= 件
。

在 模 型 中
1 k m 厚 的 高 速 层 下 部 设 计 了 一 低 速 层

,

播 中 的 某 些 特 点

。

集 中 力 的 时 间 函 数 为

将 其 均 匀 地 划 分 成 70 层
,

其 弹 性

以 便 能 反 映 出 中 地 壳 地 震 波 传

“ , , ==

{
C 〔 5 i n

0

( 2 二 t / T ) 一 0
.

s s i n ( 4 二 t / T )〕 ( O ( t ( T )
( t < 0 ) ( t > T )

( 1 8 )

取 T 二 0
.

2 5 ,

时 间 步 长

T = 0
.

0 2 5 ,

迭 代 总 次 数
J = 3 0 0

,

地 震 记 录 时 间
t 二 J下= 6 5 ,

地 震 波
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在 三 层 中 的 波 长 分 别 为o
.

Z km
、

o
.

4 km 和 0
.

3 km
,

模 型 纵 向 的 离 散 步 长
h = o

.

0 5k m
,

为 波 长

的
1 / 4 一 1 / 8

。

模 型 的 表 面 为 自 由 边 界

,

底 部 为 固 定 边 界

。

试 算 表 明

,

上 述 参 数 的 选 取 可

以 保 证 迭 代 过 程 的 稳 定

。

在 计 算 中

,

振 荡 型 函 数 的 数 值 积 分 ( 4 ) 式是保证速度与精度的重

要环节
,

我 们 采 用 了 P
e a r s o n 〔 的 和 钱 家 栋 邝 〕 等 推 荐 的 G a u , ,

积 分 和 E ul e r
变 换 法

,
得 到 了

较 满 意 的 结 果

。

25邪花训的断ù门
ùU6八” 1111

ù巨多à健盈

2
.

水

.

2
。

5幻

飞飞飞

图 1 垂 直 向 合 成 地 震 图

F 19
.

1 S y n t h
e t i c s e i s m o g r a m i n v e r

十 i e a
l

e o : rl p o n e n l a e e o r
d i且9 t o f ll e m o d 。

又

从 图
1

、

所 给 出 的 垂 直 向 合 成 地 震 图 中 可
以

看 到

,

除 第 一 道 (
: = 0

.

25 k m )在 4 5
之 后 出 现

,

因 模 型 底 边 界 反 射 波 引 起 的 自 激 振 荡 外

,

几 个 主 要 震 相 的 走 时 同 射 线 理 论 预 期 的 结 果 均 有 很

好 的 吻 合

。

图
1 ( 。 )

、

( b ) 分别给出了依整体最大振幅和各道最大振幅进行 的规范记录
。

该 时 间 剖 面 的 突 出 优 点 是 信 息 量 极 其 丰 富

,

除 因 模 型 离 散 化 造 成 了 部 分 高 频 成 分 的 损 失 外

,

它 无 遗 漏 地 包 含 了 波 动 场 的 全 部 过 程

。

可 以 看 到

,

记 录 图 中 的 最 强 震 相 是 直 达 剪 切 波
S

,

视

周 期
。

.

5 5 ,

随 着 距 离 的 增 大 其 周 期 变 化 不 大 而 振 幅 衰 减 显 著 ( 图 l a )
。

S波的传 播 对 较 高频

率 的反射 纵 波存 在 干扰
,

例 如 首 波
P

:

的 临 界 距 离
△ 二 1

.

15 k n l ,

这 时 正 值 直 达
P波

、

反 射

波
P 全同 S波 相遇

,

结 果 纵 波 成 分 完 全 被 周 期 与 振 幅 均 很 大 的 S波 压 制
。

记 录 图 中 另 一 个 引 人

注 目 之 处 是 随 着 距 离 的 增 大

,

震 相 愈 加 丰 富

,

波 形 愈 加 复 杂

,

这 在
△》 2

.

o o k m 的 最 后 几 道 上

十 分 清 晰
,

此 时 波 动 过 程 的 干 涉 迭 加 和 多 次 反 射 均 混 在 一 起

,

例 如 在
P : 波和 S波 之 间 的续 至

波 中存在 一 明显 的 新震 相 A
,

视 周 期
。

.

3 5 ,

视 速 度 与
P ;

相 同
,

看 来 其 具 有 首 波 的 性 质

。

转 换

波 也 存 在

,

但 必 需 对 比 垂 直 水 平 分 量 的 合 成 图 才 能 确 定

。

作 为 一 个 对 比

,

图
2 给 出 了 按 同 样 模 型 但 分 别 用 F u 。 h s

反 射 率 法 和 C e r v
en y 高 斯 射 线

束 法 计 算 出 的 地 震 图
。

同 图
1 相 比

,

在 相 应 震 相 的 波 动 特 征 上 彼 此 吻 合

。

但 亦 应 指 出

,

受 到

理 论 上 的 限 制

,

这 两 种 方 法 虽 能 较 好 地 反 映 出 反 射 波 的 动 力 学 特 征

,

特 别 是 在 临 界 距 离 附 近

振 幅 的 强 烈 变 化

,

但 都 不 能 给 出 整 个 波 动 过 程 的 信 息

,

例 如 纵 横 直 达 波 和 首 波 本 是 能 量 很 强
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图 2 对 图 1 模 型 用 反 封 率 法 和 高斯 射 线 束 法 求 得 的 合 成 地 震 图

F19
.

2S y n th e ti e e si s mo g r

G u a s si a n Be a mMe

a me a sle u l a ted by Ref le e ti viy ta nd

th
o d s

f
o r th

e mo d e
li n

f i g
.

i

的 震 相
,

但 在 这 两 种 合 成 图 中 都 没 有 或 仅 有 微 弱 的 显 示

。

从 这 个 意 义 上 着

,

在 处 理 地 震 勘 探

与 人 工 地 震 测 深 资 料 时

,

适 当 辅 以 有 限 差 分 或 有 限 元 的 数 值 模 拟 是 有 必 要 的

。

图
3 从 空 间 域 揭 示 了 该 模 型 中 波 的 传 播 过 程

,
图 中 的 数 字 为 相 应 的 时 刻

。

可 以 看 到

,

直

达 波
S的产 生

,

同 震 源 与 接 收 点 均 布 设 在 地 表 有 关

,

垂 直 向 的 脉 冲 力 在 地 表 造 成 了 最 大 的 纵

向 位 移

。

从 直 达

、

反 射 与 首 波 的 波 前 位 置 还 可 以 看 出

,

高 速 层 的 上 界 面 在 纵 向 上 强 烈 地 反 射

了 下 行 波

,

在 横 向 上 又 激 发 了 侧 面 波 ( 首波 )
。

与 此 相 反

,

从 下 界 面 ( 亦即下部低速层的顶

界面 ) 处返回的上行波
,

强 度 明 显 变 弱

,

波 长 由 于 层 速 度 的 偏 高
已 经 变 大

,

这 对 于 准 确 判 断

有 关 低 速 层 震 相 的 走 时 是 不 利 的

。

至 于 前 述 时 间 剖 面 中 的 A 震 相 ( 图 1 )
,

从 波 动 空 间 传 播

上 看 ( 图 3 )
,

是 一 种 转 换 性 的 首 波

,

即 直 达
S波传 到高速 层上界 面之后

,

在 临 界 距 离 大 约

I k m 以 后 转 换 成 纵 波 性 的 侧 面 波
,

其 视 速 度 与 P
:
相 同

,

但 到 时 比 P
:
波 晚 约 0

.

5 5 。

运 动 学 的

走 时 计 算 排 除 了 干 涉 性 首 波 的 可 能

。

四

、

低 速 层 与 薄 层 的 波 动 效 应

随 着 地 震 测 深 工 作 的 开 展

,

低 速 层 与 薄 层 的 波 动 效 应 己 引 起 人 们 的 重 视

。

无 论 是 在 垂 直

反 射 波 观 测 还 是 在 宽 角 反 射 或 折 射 剖 面 观 测 中 都 己 经 发 现

,
,

深 层 的 反 射 或 首 波 震 相 在 记 录

中 出 现 得 相 当 多

,

如 果 都 是 由 速 度 的 一 级 间 断 面 所 引 起 的 话

,

那 么 速 度 分 布 的 累 积 递 增 将 导

致 M
。 h 。

面 处 的 过 高 速 度 ( 图 4 a )
,

这 显 然 是 不 合 理 的

。

一 种 可 能 的 推 断 是 认 为 地 壳 中 存 在

有 若 千 个 低 速 层 或 高 速 薄 层 ( 图 4 b )
,

它 们 构 成 了 为 数 相 同 的 正 速 度 间 断 面

,

于 是 在 下 地

壳 旱
积 的 速 度 值

便
不

会
过 高

。

但 是

,

这 种 高 低 速 相 间 分 布 的 速 度 模 型 是 否 会 造 成 过 多 的 首 波
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图 3

F i g
.

2
.

4 5

波 动 的 传 播 过 程

3
.

0 5 3
。

1 5

8 W
a 丫 e P r o P a g a t i o n

i
n t il e m o d e l

{) V 9 V

_ 一」

(心 )

广

11、
。

。一爪咭川一

二一-

( a )

图 4 几 种 可 能 的 地 壳 速 度 模 型

F i g
.

4 S e 7 e r a l p o , :
夏 b l e , e

l
o e i t y 口 o d e l s i n

士h
e e r o s t

和 低 速 层 顶 面 ( 图 4 b的 Q点处 ) 的反射波震相
,

是 需 要 进 行 研 究 的

。

从 理 论 上 看

,

在 负 的 速 度 间 断 面 处 反 射 系 数
R相 当小

。

因 为 当
P波 由界 面 上 方入 射 时

,

其 位 移 的 反 射 系 数 可 按 下 式 严 格 计 算
出 来

〔 7 〕:
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R 二一 1 + ZP
:

D
一’ (a Z

日

Z
P

:
X

:+
日

1a Zp :p Z
P

` + q“
0

至
P

Z

P
3

P
`

)
。

(1 9)

其中a :、

日

, 、
p , 、 a : 、

p
: 、

p :
分 别 为 界 面 上 方 和 下 方 的 P波

、

S波 速度 及密 度
,

0为射 线参 数
,

并 有

V
: = a , ,

V
: 二

日

; ,

V : = a Z ,

V
` =

p
: ;

P
: = ( 1 一 V 矛0

忍) ` / 么,

( i = 1
,

2
,

3
, 4 ) ;

q 二 2 ( p :
日 委

一 p :
日 受 ) ;

D
= “ , a :

日

:

日

2 0 “ Z “ + a Z
日

Z
P

,
P

Z
X “ + a ,

日

,
P

3

P
`

Y : +

+ p : p : ( p
: a Z P ,

P
4 + a :

日
Z P :

P
3 ) + q :

O
么P : P :

P
3

P
; ;

X = p : 一 q o
: ;

Y == p : + q o
: ,

Z = p : 一 p :
一 q e

名。

只 要 下 层 的 速 度 偏 低

,

地 震 波 的 主 要 能 量 便 随 透 射 波 向 下 传 播 而 不 是 返 回 上 行

,

例 如 在 图
4

。
的 模 型 中

,

Q界面的反射系数仅约 0
.

0 5一 。
.

3左 右
。

这 一 点 在 数 值 模 型 的 计 算 结 果 上 也 表 现

得 很 清 楚

。

至 于 图
:

、

: 中 P :
、

S :虽为低速层顶界面的反射波
,

但

七

们 的 振 幅 己 经 小 到 难

以 辩 认 的 程 度

。

尽 管 由 射 线 理 论 可 以 预 估 出 这 一 震 相 的 走 时

,

但 实 际 的 数 值 模 拟 结 果 表 明

,

用 反 射 波 震 相 确 定 低 速 层 顶 面 位 置 或 反 演 低 速 层 埋 深 带 有 很 大 的 不 确 定 性 ( 图 4 。 )
。

同 样 的 现 象 在 含 有 高 速 薄 层 的 模 型 中 也 可 以 看 到

。

在 图
5 的 模 型 中

,

高 速 层 的 厚 度 为

0
.

2 k m
,

为 波 长 的
1 / 2

。

图
5的 模 型 与 图 1 模 型 的 差 异 只 是 在 高 速 层 的 厚 度 上

。

可 以 看 到

,

两 张

图 很 相 似

,

P :依然明显
,

这 同 实 际 观 测 与 地 震 模 型 试 验 的 结 果 是 一 致 的
〔 的

,

说 明 图
4 所 推 测

的 高 低 速 相 间 分 布 的 地 壳 结 构 是 可 能 存 在 的
。

当 薄 层 的 厚 度 可 以 和 波 长 相 比 时

,

波 的 传 播 过

0
.

2 5

0
.

5 0

0
.

7 5 !协加 ~ ~ 一
.

卜 —
-

从

{

卜 片
止
协 城 枷

`

点 公 又
匆 协

户

图 5

F 19
.

6

薄 层 模 型 的 时 间 刹 面

T i m e s e e t i o n f o r a t h i n
l

a y e r
饥 。 d

e
l
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程会出现一些特殊现象
:

从 波 的

一

「行 传 播 看
,

。

存 在 非 射 线 效 应 的 隧 道 波

〔
、

2
、

幻

,

高 速 层 对 下

覆 构 造 的 屏 蔽 作 用 已 经 大 大 减 弱

,

底 层 的 反 射 波

、

回 折 波 与 首 波 仍 会 有 清 晰 的 显 示

,

但 周 期

已 变 大

。

从 波 的 上 行 传 播 看

,

薄 层 首 波 值 得 重 视

。

在 模 型 试 验 中 发 现
〔 ” 〕 ,

薄 层 首 波 不 仅 沿 高

速 层 的 表 面 传 播

,

而 且 可 以 深 入 到 二 分 之 一 波 长 的 深 处

,

首 波 的 能 量 与 F界面的波阻抗也有

关
。

在 野 外 观 测 中 发 现

,

在
P波之后存 在 视速 度 与 P

,

相 似 而 振 幅 较 大 的 续 至
波 震 相

,

推 断 为

薄 层 首 波
〔 i 〕 。

但 从 我 们 计 算 的 结 果 看

,

薄 层 首 波
P :

的 振 幅 比 厚 层 的 明 显 减 小

,

实 际 观 测 中

未 必 能 够 辩 认 出 来

。

此 外

,

在 它 之 后 出 现 的 续 至 震 相
A

,

级 振 幅 和 周 期 均 较 大
且 走 时 属 首 波

性 质

,
表 面 上 也 与 前 述 的 实 测 结 果 相 近

,

但 经 仔 细 分 析 后 认 为 它 属 于 转 换 性 的 薄 层 首 波

,

它

是 由 同 一 层 中 的 横 波 转 换 为 纵 波 时 所 激 发 的

,

不 可 能 为 更 深 层 的 首 波

。

看 来

,

影 响 薄 层 首 波

的 因 素 较 多

,
有 关 它 的 形 成 机 制 与 震 相 特 征 都 还 值 得 进 一 步 研 究

。

五

、

结 论

本 文 所 采 用 的 有 限 差 分 计 算 方 法

,

对 揭 示 层 状 半 无 限 空 间 中 的 波 动 过 程 是 有 实 用 价 值

的

,
它 有 助 于 分 析 与 揭 示 波 动 过 程 的 细 节 并 能 提 供 出 更 为 丰 富 的 信 息

。

当 然

,

在 做 动 力 学 数

值 模 拟 计 算 时 运 算 量 一 般 都 很 大

。

数 值 模 拟 结 果 表 明

,

高 速 层 的 上 界 面 是 反 射 波 与 首 波 的 重

要 形 成 界 面

,

对 下 部 的 构 造 具 有 一 定 的 屏 蔽 作 用

。

低 速 层 的 上 界 面 反 射 能 量 弱

,

难 以 用 来 可

靠 地 确 定 低 速 层 的 上 界 面 深 度

。

薄 层 构 造 的 反 射 波 清 晰

,

但 首 波 微 弱

,

而 且 存 在 一 种 属 转 换

性 的 续 至 首 波 震 相

。

作 者 在 工 作 中 曾 得 到 杨 真 荣 的 指 导

,

武 利 均 和 谢 剑 波 帮 助 做 了 模 型 对 比
计 算

,

在 程 序 设

计 上 钱 家 栋 提 供 了 对 贝 赛 尔 振 荡 型 函 数 积 分 的
E ul e r

变 换 的 子 程 序
,

在 此 致 以 诚 挚 的 谢

意

。

( 本文 1 9 8 9年 1 ) J i o 日收 到 )
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